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1 Divisibilidad y
numeros enteros

Los conocimientos matemdticos de los antiguos egip-
cios y babilonios eran extensos y muy précticos. Pi-
tagoras (siglo vi a.C.) aprendié de ellos, pero en su
actividad matemdtica aport6 dos elementos que su-
pusieron una extraordinaria mejora:

— En el estudio de la matematica buscé la satisfac-
cién intelectual y no aplicaciones précticas.

— Impuso que las propiedades se demostraran me-
diante razonamientos légicos.

Pitdgoras y sus discipulos rindieron un culto muy es-
pecial a los nimeros, porque “el universo entero es
armonia y nimero”. Segtn ellos, los nimeros lo re-
gian todo: la msica, el movimiento de los planetas,
la geometria... Hablaban de nimeros rectangulares,
triangulares, cuadrados, pentagonales... Considera-
ban que el nimero 10 era ideal (incluso sagrado), por-
q 24
que era lasumade 1 + 2 + 3 + 4 y asociaban:

1, ALPUNTO 3, AL PLANO 4, AL ESPACIO

2, ALA RECTA '
——o—

Se dedicaron con entusiasmo a la aritmética, nombre
que dieron al estudio de los nimeros y de sus propie-

dades.

Euclides (siglo 11 a.C.) recopild, completd y sistema-
tiz6 la mayor parte de los conocimientos matemdticos
de su época. Aunque su mayor contribucién fue a la
geometria, también dio un gran impulso a la aritmética.

DEBERAS RECORDAR

M El significado de la divisién y la relacién existente
entre sus términos.
M Cudndo son necesarios los niimeros negativos.

M Cudles son los ndmeros enteros, cémo se ordenan
y c6mo se representan en la recta numérica.

M La prioridad de las operaciones en las expresiones
con ntimeros naturales.




Divisibilidad

cOo0CoC0O
SCoCoCoOoQg 30 |6
SOoCcO0CO o0 5
cOoCcOoC0O
cOo0O00Co0O

30 es divisible entre 6.

000000
S00000Q| 30 |7
000000 2 4
S00C0C0O
Q0o

(EXACTA)

(NO EXACTA)

30 no es divisible entre 7.

Multiplos de 12

12-3=36 12-4 =48
12-24-36-48-60 - ...

La relacion de divisibilidad

Il Multiplos y divisores

Dos nimeros estdn emparentados por la relacién de divisibilidad cuando su
cociente es exacto.

V EJEMPLO
La divisién 60 : 20 es exacta.

El ntiimero 60 contiene exactamente 3 veces a 20.

60 |—20 — 60 es divisible entre 20. 60 es miiltiplo de 20.
0 3 20 es divisor de 60.

a4 es multiplo de 4.
N+ b es divisor de 4.

Si la divisién «: & es exacta

Il Los multiplos de un nimero

Los multiplos de un niimero lo contienen una cantidad exacta de veces y se ob-
tienen multiplicindolo por cualquier otro nimero natural.

¥V EJEMPLO

Calculamos la serie ordenada de multiplos de 15:

15'1=15 15'4:60 L , 4 6

15-2 =30 15.5-75 | Losmimeros 15-30-45-60-75-...
son multiplos de 15.

15-3=45

* Un namero tiene infinitos multiplos.

* Todo nimero es multiplo de o multiplo de 1.
P ' — a-l=a
si mismo y de la unidad. \ a es miltiplo de .

Una propiedad de los multiplos de un niumero

Observa que si sumamos dos multiplos de 5, obtenemos otro multiplo de 5.

i i eI S Ise sSs S
i S S = — i
oo +osee T oo e e e e e
= S oIS e oI s e s e
e e e o e s e s e

3-5 4.5 75

3-5+4:-5=(3+4)-5=7-5

¢ La suma de dos multiplos de un ndmero # es otro mdltiplo de 4.
m-a+n-a=m+n)-a

* Siaun multiplo de # se le suma otro niimero que no lo sea, el resultado no
es multiplo de 4.
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Divisores de 12 Il Los divisores de un numero

S O oo S O Los divisores de un ndmero estin contenidos en él una cantidad exacta de veces
oS O oo S O y, por tanto, lo dividen con cociente exacto.
o O oo C O
e Q@ Q@ Q@ V¥ EJEMPLO
oS O oo S O Buscamos todos los divisores de 75:
o O OO C O
12:1-12 12:2-6 12:3-4 75 |1 75 13 75 |5
oo o o oo 05 75 15 25 25 15
oo o o [¢|e 0 0 0
ol el o e ol () (i g
oo o O C| O
2 1
ole o o ole 75 75 75 5 75 5
o e o O ol 00 1 00 3 00 5
12:4=3  12:6=2 12:12-1 Los divisores de 75 son —— > 1 - 3 - 5 - 15 - 25 - 75
\ | | | | |
Observa que van emparejados. [ —— ]
e Un ntimero tiene una cantidad finita de divisores.
* Un ndmero tiene al menos dos divisores: él mismo y la unidad.

Actividades

1 Busca, entre estos numeros, parejas emparentadas 5 Encuentra, entre estos niimeros:
por la relacién de divisibilidad:

13 15 18 23 81
90 91 92 225 243 | 4 ] 5]

2 Calcula mentalmente y contesta.
a) ;Es 18 multiplo de 52 ;Y de 6? 10| (12 ]
b) ;Es 50 multiplo de 10? ;Y de 9?
c) sEs 6 divisor de 20? ;Y de 300?
d) ;Es 10 divisor de 75? ;Y de 7502

~
o]
—

25 ] 130 | 50

a) Los divisores de 60.

b) Los divisores de 75.
c) Los divisores de 90.
c) Los divisores de 100.

3 Calcula con lpiz y papel y responde.
a) ;Es 17 divisor de 1532 ;Y de 2042
b) ;Es 780 multiplo de 652 ;Y de 80?

6 Escribe los cinco primeros maltiplos de 12 y los cin-

4 Selecciona, entre estos ndmeros: ) o
co primeros miltiplos de 13.

20]  [30] 40 ] [50]

’ 60 ‘ ’ 65 ‘ ’ 30 ‘ ’ 90 ‘ 7 Ca.lcula tOfII.OS los divisores de cada uno de los si-
uientes niimeros:

96 | 112] 120 [222] 1300 &

12 16 30 71
a) Los multiplos de 10. b) Los multiplos de 12. | | | |

¢) Los multiplos de 15. d) Los maltiplos de 30. 1130 1150 203




Il Criterios de divisibilidad

Los criterios de divisibilidad son una serie de reglas, muy simples, que permiten
descubrir con rapidez si un ndmero es multiplo de 2, 3, 5, ...

Ten en cuenta Divisibilidad por 2
Un nimero es multiplo de 2 cuando Un niimero de varias cifras siempre se puede descomponer en un multiplo de
€s par. 2 mis la cifra de las unidades:

176 - 170 ¥ 6
\J \J \J

| MULIIPLO DE 2 | | CIFRA UNIDADES |

Y segtin la propiedad que has estudiado en la pdgina 18, para que el nimero
sea multiplo de 2, ha de serlo la cifra de las unidades.

iPARI
Es maltiplo

iIMPARI
No es
multiplo de 2.

Un nimero es maltiplo de 2 cuando terminaen 0, 2, 4, 6 u 8.
Divisibilidad por 5y por 10
Siguiendo razonamientos similares al anterior, se demuestra que:

* Un nimero es miltiplo de 5 si termina en 0 0 en 5.

* Un ntimero es multiplo de 10 si termina en 0.

Ten en cuenta Divisibilidad por 3 y por 9
UI} I,lﬁmero formado por nueves es Un ndmero de varias cifras siempre se puede descomponer en un multiplo de
miltiplo de 3y de 9. 3 mas la suma de sus cifras.
9=9.-1=3-3
99-9.11=3-33 V EJEMPLO
999=9.111 =3 333 234220043044 — {200=99+992
30=9+9+9+3
9,99,999, ...
' ' ; 2 4 = 2 4
son multiplos de 3y de 9. f (99 + 99 +¢9 +9+9) + (2+ i + 4)

| NUMERO | | MULTIPLO DE 3 | | SUMA DE LAS CIFRAS |

El primer sumando es multiplo de 3. Para que el niimero sea mdltiplo de 3,
también ha de serlo el segundo sumando.

Y el mismo razonamiento sirve para los maltiplos de 9.

* Un ntimero es multiplo de 3 si la suma de sus cifras es multiplo de 3.

* Un ntimero es multiplo de 9 si la suma de sus cifras es multiplo de 9.

V¥ EJEMPLO
1254 — 1+2+5+4=12 — Es muldplo de 3.
4063 — 4+0+6+3=13 — No es multiplo de 3.
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Numeros primos y niimeros compuestos

* Los divisores de un niimero permiten su descomposicion en forma de producto
de dos o mds factores.

Por ejemplo, los divisores de 40 son: 40-20-10-8-5-4-2-1
40=8.5=2.2.2-5
Los nimeros que, como el 40, se pueden descomponer en factores mds sim-
ples, se llaman nimeros compuestos.
* Sin embargo, otros nimeros, como el 13, solo tienen dos divisores, 13y 1, y,
por tanto, no se pueden descomponer en forma de producto:
13=13-1 — no se puede descomponer

Los niimeros que, como el 13, no se pueden descomponer en factores se llaman
nimeros primos.

Numeros primos * Un ndmero que no se puede descomponer en factores es un ndmero pri-

Criba de Eratéstenes mo.

* Un nimero primo solo tiene dos divisores: ¢l mismo y la unidad.

* Los nimeros que no son primos se llaman compuestos.

262728 30

35 % 0 En la tabla de la izquierda, llamada la Criba de Eratdstenes, se han marcado:
: 0 — Los maltiplos de 2 exceptoel 2 — (4-6-8-10-...) -
0 — Los multiplos de 3 exceptoel 3 — (6-9-12-15-...) —
— Los multiplos de 5 exceptoel 5 — (10-15-20-25-...) —

— ...y asi sucesivamente —> , , , , ,

2-3-5-7-11-13-17-19 Los niimeros que quedan, salvo el 1, son los niimeros primos.

23-29-31-37-41 ... Estos son los niimeros primos menores que 100:

Nora: El 1 no se considera primo porque no

tiene dos divisores. | 2 | 3 | 5 | 7 |11 | 13 | 17|19|23|29|31 | 37|41|

43 | 47 |53 |59 |61 | 67 | 71|73 |79 | 83 |89 | 97 |

Actividades

1 Descompén en dos factores los siguientes niimeros: 3 Descompdn en factores, de todas las formas que sea

193] [95] [153] [168] [325] [533] [663] posible, el nimero 100.

4 Separa, entre los siguientes nimeros, los primos de

2 Descompén los siguientes nimeros en el mdximo los compuestos:
numero de factores que sea posible: 29 | 39 | 57 | | 83 |
132] [72] [81] [84] [132] [200] [221] ‘101 (111 [113] [243] 341




Il Descomposicion de un nimero en factores primos

El mayor nivel de descomposicién factorial de un nimero se alcanza cuando
todos los factores son primos, pues, como ya sabes, estos no se pueden descom-
poner en otros mds simples.

¥V EJEMPLOS
/6 30\
9 .- 7-10
/ \\ / \ AN A
. ¢—| FACTORES PRIMOS |——> 3 .3.7.2.5
72:23-32 630=2-3%.5.7
Recuerda Para descomponer un niimero en factores primos, conviene actuar ordenada-
Para descomponer un ndmero en mente. Observa cémo descomponemos el ndimero 924:
factores primos, ten en cuenta los
criterios de divisibilidad. 924 | 2
675 | 3 924:2 =462 —— 462 |2
462:2=231 —— 231 |3 924=2.2-3.7-11=
Divisibles por 3 ——— 225 | 3 5
s 13 231:3=77 —— 77|7 =2°.3.7-11
5|5 77:7=11 —— 11|11
Divisibles por 5 ’ 1m:11=1  — 1
P {. 515
1

3 o Para descomponer un niimero en factores primos, lo dividimos entre 2 tan-
675=3"-5 tas veces como sea posible; después, entre 3; después, entre 5, ... y asi sucesi-
vamente entre los siguientes primos hasta obtener 1 en el cociente.

Actividades
5 Descompén mentalmente en el mdximo nimero de 7 Descompdn estos niimeros en el mdximo ntimero de
factores. factores:
a) 12 b) 16 c) 18 d)20 a) 270 b) 360 c) 630
e) 24 f) 30 g) 32 h) 36 d)750 e) 1000 f) 1100
i) 40 j) 50 k)75 1) 100
8 Descompén en factores los niimeros siguientes:
6 Copia y cc‘>n‘1})leta en tu cuaderno los procesos de 2) 84 b) 130 0) 160
descomposicién factorial. . 4
280 230 00
588 |2 600 | [] ) 923 D
O] 2 300 | [] g) 560 h) 594 i) 720
O] | 3 150 | [] i) 975 k) 2 340 1) 5230
L7 75 | ]
017 25 | ] 9 Calcula los niimeros que tienen las siguientes des-
1 51 composiciones factoriales:
1 a)22-3.7 b)2° - 5°
588 =[1*-[J- [ 600 =[F-[J-[F 032527 $)22.7-13
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Observa

Cada divisor de 18, aparte de la uni-
dad, estd formado por algunos de los
factores primos de 18:

18

2—2-3-3 52
3— 2.-®-3 >3
6—2-®-3 -2-3
9 — 2-3-3® — 3-3
18— 2-®-3® —2-3.3

Actividades

10 Escribe factorizados, sin hacer ninguna operacién,
tres maltiplos de 12 = 22 . 3.

11 Escribe factorizado un niimero que sea a la vez

Il Multiplos y divisores de numeros descompuestos
en factores primos

Para facilitar la comprension del resto de la unidad, conviene que nos paremos a
reflexionar sobre la estructura de los miltiplos y los divisores de un niimero que
se presenta descompuesto en factores primos.

Tomemos, por ejemplo, el niimero 150 descompuesto en factores primos:

150 | 2
75 |3
25 |5

515
1

150=2-3-5-5

* Los multiplos de 150 se obtienen multiplicando 150 por un nimero:

300=150-2=(2-3.5.5].2
450=150-3=(2-3-5-5]-3
600=150-4=(2-3.5.5).2.2

150

150

150

Un multiplo de 150 contiene zodos
los factores primos de 150.

* Los divisores de 150 son, aparte de él mismo y de la unidad:

150 = 2

150= 3
150= 5
150= 6-
150 =10 -

.75=(2]-(3:5-5)]
-50=-
30 = >

25=(2-3]
15=-

Un divisor de 150 se construye con
algunos de los factores primos de 150.

* Cada uno de los multiplos de un niimero contiene, al menos, todos los fac-
tores primos de dicho nimero.

* Los divisores de un nimero estdn formados por algunos de los factores pri-
mos de dicho namero.

multiplode 2=2-3-3 yde 6=2-3.5.

12 Escribe tres multiplos comunes a los nimeros

m=2%.3y n=22.5.

13 Escribe factorizados, sin hacer operaciones, todos

los divisoresde 75 =3 -5 . 5.

14 Escribe un nimero que sea divisorde 2=2-3 -5

yde 6=2-.5-5 alavez

15 FEscribe tres divisores comunes a los ntmeros

m=23.32y n=22.3.5.




Célculo del min.c.m. (4, 6)

multiplos

de 4 — 4 -8-(12)-16-20 -
mdltiplos

de 6 6-(12)-18 -
multiplos

}—)12-24-36-48

comunes

min.c.m. (4, 6) =12

Minimo comun multiplo de dos numeros

La resolucién de ciertos problemas exige el manejo de los multiplos comunes de
varios nimeros. Veamos un ejemplo:

¥ EJEMPLO

Doria Rosita toma una pildora para el rewma cada 4 dias y una cdpsula para el
corazén cada 6 dias.
sCada cudnto tiempo coinciden ambas tomas en el mismo dia?

N
B T e e e e

Ambas tomas coinciden en los dias que son multiplos comunes de 4 y 6, y se
repiten cada 12 dias.

12 24 36 48

+12 +12 +12 +12
El menor de estos maltiplos comunes es 12 y recibe el nombre de minimo

comun miltiplo de 4 y 6.

El menor de los multiplos comunes de dos o mds nimeros, 4, b, ¢, ... se
llama minimo comdn multiplo, y se expresa asi:

min.cm. (2, b, ¢, ...)

Il Calculo del minimo comun muiltiplo

(método artesanal)

Para obtener el minimo comtn multiplo de dos nimeros:

* Escribimos los maltiplos de cada uno.
* Entresacamos los comunes.

e Tomamos el menor.

Ejercicio resuelto
Calcular min.c.m. (10, 15).

Muiltiplosde 10 — 10 20 (30) 40 50 _(60) 70 ...
Multiplos de 15 — 15 (30) 45 (©0) 75 90 105
Muiltiplos comunes — 30 -60 - 90 ...

El menor de los multiplos

comunes de 10 y 15 es 30.} — min.c.m. (10, 15) = 30
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Ejemplo

multiplos

de2o  [20-40 -(60)- 80 ...
multiplos

&30 30 -60)- 90 - 120 ...

min.c.m. (20, 30) = 60

Il Calculo del minimo comuin multiplo
(método 6ptimo)

El método anterior resulta apropiado para nimeros sencillos, pero se complica
demasiado con ndmeros mayores.
Observa una nueva forma de calcular el minimo comtn multiplo con los
nimeros descompuestos en factores primos.
V EJEMPLO

Caleular min.c.m. (20, 30).

* Primer paso: Descomponer en factores primos.

2012 302
102 20=22%.5 153 30=2-3-.5
515 515

1 1

* Segundo paso: Elegir los factores primos del min.c.m.

Recordando que el min.c.m. ha de ser multiplo de 20 y de 30, y lo mids
pequeno posible, hemos de tomar:

20
— Todos los factores primos de 20. 2.2.5
— Todos los factores primos de 30. { ¢ . (20, 30) = 2/. 2/. 3 .\5
— El minimo ntimero de factores \2 3. 5/
que sea posible. T

Comprueba que todos los factores escogidos son imprescindibles, pues si se
suprime cualquiera de ellos, deja de ser maltiplo de alguno de los ndmeros.

* Tercer paso: Calcular, finalmente, el min.c.m.

min.c.m. (20,30)=2-2.3.5=60

Para calcular el minimo comin miltiplo de varios nimeros:

1. Se descomponen los niimeros en factores primos.

2. Se toman todos los factores primos (comunes y no comunes) elevado
cada uno al mayor exponente con el que aparece.

3. Se multiplican los factores elegidos.

Ejercicio resuelto

Calcular min.c.m. (75, 90).

7513
2 5
5

!

[
75 =352
90=2-32-5} = 2:3%.5
L] TT

9
4
1

N W N

5
5
1

— N NN O

min.c.m. (75, 90) = 2 - 32. 52 = 450




Es importante que te des cuenta de que cuando queremos calcular el min.c.m.
de dos numeros, y uno de ellos es multiplo del otro, el min.c.m. es el mayor de

los dos niimeros.

V EJEMPLO

Calcular min.c.m. (15, 30).

Actividades

1 Calcula mentalmente.
b) min.c.m. (6, 8)
d) min.c.m. (20, 30)

a) min.c.m. (3, 5)
¢) min.c.m. (10, 15)

2 Copia y calcula min.c.m. (30, 40).

30| 40|[]
15| ] 20| []
5[] 10| []
1 5[]
1
282;3;5}mmcm (30, 40) = ...

3 Copia y calcula min.c.m. (54, 60).

6 0 []
L0 O ]
]

- 0
i

54 = ... , ~
- } min.c.m. (54, 60) = ...

4 Calcula por el método 6ptimo el minimo comtin mal-
tiplode 2 y & en cada caso:

Aa=2-11 bya=2%.5 a=5.7
b=3.11 b=2%.52 b=5.77
da=24.32  a=2-5-11 fa=2%.3.5
b=2%.3.5 b=3.5.11  b=2%.32.5

15=3.5
30=2-3-5
15

—
3.5

| |
min.c.m. (15,30)=2-3-5=30
| |
2-3.5
coT

30

5 Calcula.
a) min.c.m. (20, 25)
¢) min.c.m. (35, 40)
e) min.c.m. (42, 63)
g) min.c.m. (99, 165)

b) min.c.m. (28, 35)
d) min.c.m. (36, 54)
f) min.c.m. (72, 108)
h) min.c.m. (216, 288)

6 Calcula.
a) min.c.m. (12, 18)
¢) min.c.m. (24, 36)
e) min.c.m. (72, 90)

b) min.c.m. (21, 35)
d) min.c.m. (36, 40)
f) min.c.m. (90, 120)

7 Calcula.
a) min.c.m. (4, 6, 9) b) min.c.m. (6, 8, 9)
¢) min.c.m. (12, 18, 30) d) min.c.m. (24, 28, 42)
e) min.c.m. (60, 72, 90) f)min.c.m. (50,75, 100)

e apilan, en una torre, cubos de cm de arista
8S l t bos de 30 d t
y, al lado, en otra torre, cubos de 36 cm de arista.

¢A qué altura coinciden las cimas de ambas torres?

na fabrica envia mercancia a Valencia cada fas
9 Una fib Val dat6d
y a Sevilla cada 8 dias. Hoy han coincidido ambos
envios.

¢Cudnto tiempo pasard hasta que vuelvan a coincidir?

10 El autobds de la linea roja pasa por la parada, frente a
mi casa, cada 20 minutos, y el de la linea verde, cada
30 minutos.

Si ambos pasan juntos a las dos de la tarde, ;a qué
hora vuelven a coincidir?
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Calculo del max.c.d. (8, 12)

divisores
de 8

divisores

de 12

divisores }_) 124

comunes

miéx.c.d. (8, 12) = 4

Maximo comun divisor de dos numeros

También encontrards problemas que exigen el manejo de los divisores comunes
a varios nimeros. Veamos un ejemplo:

V¥ EJEMPLO

Una sociedad protectora de animales ha recogido 8 gatos y 12 perros que se han de
transportar en jaulas iguales, lo mds grandes que sea posible, y de forma que en rodas
quepa el mismo miimero de individuos. ;Cudntos animales irdn en cada jaula?
Tanteando, se encuentran tres posibles soluciones:
* Primera solucién: jaulas con un inquilino.
GIG|G|G|G|G|G/G| [P[P/P PP PPPPPPP
8§ x1 12x 1
* Segunda solucién: jaulas con dos inquilinos.
G G|G G|G G|G G| [PP/PPPPPPPPPP|
4x2 6x2

* Tercera solucién: jaulas con cuatro inquilinos.

GGGG/GGGG| [PPPPPPPPPPPP]
2X4 3Xx4

Las soluciones coinciden con los divisores comunes de 8 y 12:

1-2-4
El mayor de estos divisores comunes es 4 y recibe el nombre de mdximo
comun divisor de 8 y 12.

El mayor de los divisores comunes a dos o mds ntimeros, 4, b, ¢, ... se
llama mdximo comiin divisor, y se expresa asi:

mix.cd. (4, b, ¢, ...)

Il Calculo del maximo comun divisor
(método artesanal)

Para obtener el miximo comun divisor de dos ndmeros:
* Escribimos los divisores de cada uno.

* Entresacamos los comunes.

* Tomamos el mayor.

Ejercicio resuelto
Calcular méx.c.d. (20, 30).

)
Divisores de 20 — 4 10 20
Divisores de 30 — 3 6 10 15 30
Divisores comunes — 1-2-5-10

El mayor de los divisores

comunes de 20 y 30 es 10. } > meha, (20, 80) s 10




Il Calculo del maximo comun divisor
(método 6ptimo)

El método que has aprendido en la pgina anterior resulta adecuado para nime-
ros sencillos.

En casos mds complicados, resulta mucho mds cémodo utilizar la descomposicién
en factores, como se muestra a continuacion.

V EJEMPLO
Ejemplo Calcular max.c.d. (60, 40).
D;Viszi’ofes ¢ Primer paso: Descomponer en factores primos.
€
- . 40|22 6 0|2
405 8 % 20/2 30(2
3036 (10 12 15720 30 60 10[2 40=2°.5 1513 60=-2%-3-5
| = , 515 5(5
Divisores 1 1
de 60

méx.c.d. (40, 60) = 20 * Segundo paso: Elegir los factores primos del max.c.d.

Recordando que el mdx.c.d. ha de ser divisor de 40 y de 60, y lo m4s grande
posible, hemos de tomar:

— Los factores comunes de 40 y 60. 40 =2:-21- 2.5,
— Ningun factor no comun. 60 =22 3 5
— El mdximo ntimero de factores
que sea posible. miéx.c.d. (40,60)=2-2.5

e Tercer paso: Calcular, finalmente, el méx.c.d.

mix.c.d. (40,60)=2-2.5=20

Para calcular el mdximo comuin divisor de varios niimeros:

1. Se descomponen los niimeros en factores primos.

2. Se toman solamente los factores primos comunes, elevado cada uno al
menor exponente con el que aparece.

3. Se multiplican los factores elegidos.

Ejercicio resuelto
Calcular méx.c.d. (150, 225).

1502 225]|3 ]
7 150:2.3.52}ﬁ3,52

5|3 513
255 505 225= 32.52
55 515

1 1

midx.c.d. (150, 225) =3 .52 =75
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Del mismo modo que en el min.c.m., cuando queremos calcular el méx.c.d. de
dos niimeros, un multiplo del otro, el resultado es uno de ellos: en este caso, el
menor.

V EJEMPLO
Calcular max.c.d. (15, 30).
Descomponemos los dos niimeros en factores primos:
5. (35
30=2.3-5
De este modo:

mix.c.d. (15,30)=3.5=15

Actividades

1 Calcula mentalmente. 5 Calcula.
a) max.c.d. (4, 6) b) mix.c.d. (6, 8) a) max.c.d. (20, 24) b) max.c.d. (24, 36)
¢) méx.c.d. (5, 10) d) médx.c.d. (15, 20) o) max.c.d. (54, 60) d) mix.c.d. (56, 70)
e) mdx.c.d. (18, 27) f) mdx.c.d. (50, 75) o) méx.c.d. (120, 144)  f) max.c.d. (140, 180)

2 Copiay calcula mix.c.d. (36, 48) g) méxcd (168, 196) h) méxcd (180, 270)

360 48

0 S 6 Calcula.
! 3 = fj = 2 mixcd. (24,36)  b)mixcd. (28, 42)
510 s |0l ¢) max.c.d. (63, 99) d) mix.c.d. (90, 126)
e) mix.c.d. (165,275) f) max.c.d. (360, 450)
1 3L
1 7 Calcula.
igj 2230 } mix.c.d. (36, 48) = ... a) mix.c.d. (6,9,12)  b)mix.c.d. (12, 18, 24)
c) mix.c.d. (32, 40, 48) d)midx.c.d. (36, 60, 72)
3 Copia y calcula méxl.:c.ld. (80, 100). ¢) max.c.d. (50, 60, 90) ) méax.c.d
8 0 100 | 2
402 L 8 El duefio de un restaurante compra un bidén de 80
LTI 2515 litros de aceite de oliva y otro de 60 litros de aceite de
101 2 110 girasol, y desea envasarlos en garrafas iguales, lo mds
miln 1 grandes que sea posible, y sin mezclar. ;Cudl serd la
) capacidad de las garrafas?
80 = } max.c.d. (80, 100) = ... 9 Un carpintero tiene dos listones de 180 cm y 240 cm,
100 = ... respectivamente, y desea cortarlos en trozos iguales, lo

mis largos que sea posible, y sin desperdiciar madera.
4 Calcula por el método éptimo el mdximo comin divi- ;Cudnto debe medir cada trozo?

sorde 2 y b en cada caso:

Aa=3-7 b)a=2%.32 )a=5%*.7 10 Se desea dividir un terreno rectangular, de 100 m
b=5.7 b=22.33 b=5.72 de ancho por 120 m de largo, en parcelas cuadra-
da=3.5-11 e a=23.52 fla=22.7.13 das lo mds grandes que sea posible.
b=2-5-11 b=22.5>.7 b=2.3>.13 sCuidnto debe medir el lado de cada parcela?



Operaciones con nimeros enteros

INGRESO

GASTOS

6+7

Bl Sumay resta

Recuerda algunas reglas bésicas para resolver expresiones con niimeros enteros:

Para sumar (restar) dos ndmeros:

¢ Si tienen el mismo signo, se suman sus valores absolutos y se pone el signo
que tenian los sumandos.

* Si tienen distinto signo, se restan los valores absolutos y se pone el signo
del que tiene mayor valor absoluto.

¥V EJEMPLOS
+3+5=14+8 -4-2=-6
+3 +5 -2 _4
T S T VARV
l +8 T -6
-3+8=14+5 +3-7=-4
+8 -7

* Al suprimir un paréntesis precedido del signo mds, los signos interiores no
varfan.

+(-3+8-2)=-3+8-2

* Al suprimir un paréntesis precedido del signo menos, se cambian los signos
interiores: mds por menos y menos por mas.

—(3+8-2)=+43-8+2

Para sumar mds de dos niimeros positivos y negativos:
* Se suman los positivos por un lado y los negativos por otro.

* Se restan los resultados y se pone el signo del que tiene mayor valor absoluto.

¥ EJEMPLOS
)8-6+3-7=8+3-6-7=11-13=-2
b)+(+4) + (=7) = (+3) = (-5)=4-7-3+5=4+5-7-3=9-10=-1
A)I-Q2-7+3)+(2+6)=9-2+7-3-2+6=9+7+6-2-3-2=
=22-7=15
O bien, de otra forma:

9-2-7+3)+(2+6)=9-5-7)+(2+6)=9—-(=2) + (+4) =
=9+2+4=15
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Actividades

1 Calcula mentalmente.

a)5-7 b)2-9

c)3-4 d)6-10

e)5—-12 £)9-15

g —12+17 h)-22 + 10

i) 21 +15 j)-3-06

k)-1-9 ) -12-13
2 Resuelve.

a)10-3+5 b)5-8+6

02-9+1 d)7-15+2

e)16-4-6 £)22-7-8

g9-8-7 h)15-12+6
3 Calcula.

a)-3+10-1 b)-8+2-3

-5+6+4 d)-12+2+6

e)-18+3+6 £)-20+12+5

g -7-3-4 h)-2-13-5
4 Copia y completa como en el ejemplo.

| ] J
. 7—‘4—‘6—‘2+5+3—‘4= 15—%\6=—1

)3-9+4-8-2+13=[ |- ]=[]

b)-15-4+12-3-11-2=] |-[ ]=[]
5 Calcula.

a)3-7+2-5

b)2-6+9-3+4

0)7-10-5+4+6-1

d)-6+4-3-2-8+5

e)12+5-17-11+20-13

£)16-22+24-31+12-15

6 Quita paréntesis y calcula.
a) (=3) — (+4) - (-8)
b)—~(-5) + (-6) — (-3)

c) (+8) = (+6) + (-7) = (-4)
d)—(=3) - (+2) + (-9) + (+7)

7 Resuelve de dos formas, como en el ejemplo.
*a)10-(13-7)=10-(+6) =10-6=4
b)10-(13-7)=10-13+7=17-13=4
a) 15-(12-38)
b)9-(20-06)
c)8-(15-12)
d)6-(13-2)
e)15-(6-9+5)
£)21-(3-10+ 11 +6)

8 Resuelve de una de las formas que ofrece el ejemplo:

ca)(8-13)-(5-4-7)=8-13)-(5-11) =
=(-5)-(-6)=-5+6=1

b) 8-13)-(5-4-7)=8-13-5+4+7 =
=19-18=1

a) 4-9)-5-8)

b)-(1-6) +(4-7)
)4-(8+2)-(3-13)
d)12+(8-15)-(5+8)
e)(8-060-(3-7-2)+(1-8+2)
£)6-16)-(7-3-6)-(9-13-5)

9 Ejercicio resuelto

Calcular: 6-[5 + (8 —2)]
a) Primera forma: deshaciendo paréntesis.

6-5+8-2)]=6-[5+8-2]=
=6-5-8+2=8-13=-5

b) Segunda forma: operando dentro de los pa-
réntesis.

6-[5+8=2]=6-[5+(+6)] =
=6-[5+6]=6-[+11]=6-11=-5

10 Calcula.
a)7—[1+(9-13)]
b)-9 + [8-(13-4)]
)12 -[6-(15-18)]
d)-17 +[9- (3 -10)]
&2+ [6-(4—-2+9)]
£)15-[9-(5-11+7)]



REGLA DE LOS SIGNOS

++=+
+oe—=—
—e = —
—.—e

Ten en cuenta

(=2) -

5—9)+6

(3-5)

V

Bl Multiplicacion

Podemos calcular el producto de dos niimeros enteros teniendo en cuenta que
una multiplicacién es una suma de sumandos iguales:

/—> Sumamos tres veces “menos seis”.

W = 9 0+ 6 =6-6-6-18

/—> Restamos tres veces “menos seis”.

D CO = 66— (-6)+6+64+6-+18

Sin embargo, para multiplicar con rapidez, aplicamos la siguiente regla:

REGLA DE LOS SIGNOS
El producto de dos nimeros enteros es:
* Positivo, si los factores tienen signos iguales.

* Negativo, si los factores tienen signos diferentes.

¥V EJEMPLOS

(+4) - (+3) =412 (=5)-(-4)=+20  (+6)-(-4)=-24  (-4)-(+8) =—32

Hl Division
La divisién de niimeros enteros guarda con la multiplicacién las mismas relacio-
nes que en los ndimeros naturales:

(+4) - (+6) = +24 — (+24) : (+4) = +6

(4) - (<6) = 424 —— (+24) : (-4) = —6
(24 () - -

(496 = 24 N (24): (<6) = +4

En la divisién se aplica la misma regla de los signos que en la multiplicacién.

Il Operaciones combinadas

Observa el orden en que realizamos las operaciones para calcular el valor de la
siguiente expresion:

REGLA DE PRIORIDAD EN LAS OPERACIONES

[(—2) -5-9+6-(3- 5)] En las expresiones con operaciones combi-
l nadas, hemos de atender:
[ (-2)- (-4 +6-(-2) ] <—— * Primero, a las operaciones que estdn den-
l tro de los paréntesis.
(+8) + (-12) <—— ¢ Después, a las multiplicaciones y a las di-
d visiones.

=—4 <—— ¢ Por tltimo, a las sumas y a las restas.
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Actividades

11 Muldplica.
a) (+10) - (-2)
b) (-4) - (-9)
) (=7) - (+5)
d) (+11) - (+7)

12 Observa los ejemplos y calcula.
* (3) - (+2) - (-5) = (-6) - (-5) = +30
\—v—/

*(=3)- (+2) - (-5) = (-3) - (-10) = +30
| ——

a) (-18) : (+3)
b) (-15) : (-5)
(+36) : (-9)
(=30) : (-10)
(=52) : (+13)
(+22) : (+11)

14 Calcula el valor de x en cada caso:
a) (-18) : x = +6
b) (+4) - x = =36
) x-(=13) =91
d)x:(-11) =45

15 Calcula.
a) (+3) - (-5) - (+2)
b) (-4) - (-1) - (+0)
0 (=2)-(7) - (=2)
d) (+5) - (-4) - (-3)

16 Opera.
a) [(+80) : (-8)] : (-5)
b) [(=70) : (-2)] : (=7)
c) (+50) : [(=30) : (+06)]
d) (—40) : [(+24) : (+3)]

v

17 Calcula como en el ejemplo.

°15-8-3=15-24=-9

a)18-5-3 b)6-4-2 c)7-2-16
18 Calcula.
a)18—-15:3 b)3-30:6 )20:2-11

19 Calcula como en el ejemplo.
°21-4-6+12:3=21-24+4=25-24=1
2)20—-4 .7+ 11
b)12-6-5+4-2
)15-20:5-3
d)6-10:2-14:7

€5:3-4-4+2-6

£)7-3-5-4+18:6

20 Observa el ejemplo y calcula.
°(-3)-(-4)+(-6)-3=(+12) + (-18)=12-18=-6

2)5-(-8)—-(+9) -4 b)32:(-8) - (-20): 5

) (=2) - (-9) + (-5) - (+4)

d) (+25) : (=5) + (-16) : (+4)

e) (+6) - (=7) + (=50) : (-2)
£) (+56) : (-8) — (-12) - (+3)
21 Calcula.
a)18-5-(3-8) b)11 — 40 : (-8)

04-8-11)-6-(7-9)
d)(4-5)-(=3)-(8-2):(=3)

22 Calcula.
a)5-(-4)+2-(-3)
b) 20 : (-5) - 8: (+2)
02 (-8)-3-(-7)—4-(+3)
d)6:(+2)+5-(-3)-12:(-4)

23 Opera.
a) (-8) - (+2) + (-5) - (-3)
b) (+40) : (-8) — (=30) : (+6)
c) (<2) - (-9) + (24) : (-3) = (-6) - (-4)
d) (+27) : (=3) = (+3) - (-5) = (=6) - (-2)

A



Il Potencias de numeros enteros

Recuerda que una potencia es una multiplicacién de factores iguales:

EXPONENTEﬁ
(QZW
=a-a-a a
BASE4 n veces

V EJEMPLOS
(+4)% = (+4) - (+4) = +16
(-3)4=(=3) - (-3) - (-3) - (-3) = +81
(-3)°=(-3) - (-3) - (-3) - (-3) - (-3) = 243

Potencias de numeros negativos

En las sucesivas potencias de un niimero negativo obtenemos, alternativamen-
te, resultados positivos y negativos:

(3)'=3 (3)P=+9 (3)P=-27 (3)*=481

Al elevar un nimero negativo a una potencia:

* Si el exponente es par, el resultado es positivo.
(—a)” P20 positivo

* Si el exponente es impar, el resultado es negativo.

(—a)® (impar) _, negativo

Actividades

24 Escribe en forma de potencia. 26 Escribe en forma de producto y calcula:
2) (-2) - (-2) a) (-2)° b) (-3)'
b) (+5) - (+5) - (+5) o) (+3)* d) (-5
o (4 (-4) - (-4) - (-4) ¢) (£10)° £) (=8)3
d)(2)-(-2)-(-2)-(2)-(-2)- (-2)

27 Obtén con ayuda de la calculadora como se hace

25 Copia y completa en tu cuaderno. en el ejemplo.

POTENCIA | BASE | EXPONENTE | VALOR ° 125 - (2) EEEE >
7
(-1) a) 86 b) (—8)6
(-2)4
37 o11° d)(-11)°
(—4)? e) 277 f) (=27)7
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No te confundas

(2 +3)4=5%=625
24434-16+81=97
(2+3)4¢24+34

La potencia de una suma NO ES
IGUAL a la suma de las potencias de
los sumandos.

Operaciones con potencias

Vas a aprender, ahora, algunas propiedades que facilitan el cdlculo con poten-
cias. Por eso, es conveniente que las memorices y que ensayes su aplicacién en
diferentes situaciones.

Il Potencia de un producto

Compara las dos expresiones siguientes y observa que en ambas se obtiene el
mismo resultado.

V¥ EJEMPLO
°©(2:3°%=6°=6-6-6=216 o
©25.33-(02.2.2).(3-3-3)=8.27=216

La potencia de un producto es igual al y
producto de las potencias de los factores. > (a-0)"=da"-b

Ejercicio resuelto

Calcular, por el camino mds sencillo, 56. 26,

56.26 - (5.2)°=10°= 1000000

Il Potencia de un cociente

Observa otras dos expresiones que también tienen el mismo valor.

V EJEMPLO

©(6:33=23-2.2.2-38 3
©6°:3°=(6-6-6):(3-3-3)=216:27=8¢——

La potencia de un cociente es igual al cociente
de las potencias del dividendo y del divisor.

} — (@:0)"=a":5b"

Ejercicios resueltos

1. Calcular, por el camino mais sencillo, 123 : 43,
123:43=(12:43=3%=3.3.3=27

2. Calcular: (6% . 5%) : 154
6%.5%:159=(6-5)%:159=30%:154=(30:15)4=24=2.2.2.2-16




Ten en cuenta

2:29-8:8=1 | 50 _;
23:25=23-3=20 -

La potencia cero de un nimero es
igual a 1.

Il Producto de potencias de la misma base

Al multiplicar dos potencias del mismo nimero, se obtiene otra potencia de
dicho nimero.
5¢.59-5.5.5.5.5.5.5=5

‘—/_J %,ﬁ
4 veces 3 veces

Observa que el exponente del producto final es la suma de los exponentes de los
factores.

Para multiplicar dos potencias de la misma base, Ly g g g
se deja la base y se suman los exponentes.

Por ejemplo:

3 2 3+2

ca”=a 5

a =4a

Il Cociente de potencias de la misma base

Al dividir dos potencias del mismo ntimero, se obtiene otra potencia de dicho
ndimero.

57:53:54%54_53:57

Observa que el exponente del cociente es la diferencia entre los exponentes del
dividendo y del divisor.

Para dividir dos potencias de la mismabase, | _, w. n_ m-»
se deja la base y se restan los exponentes.

Por ejemplo:

ab:a%=48-0-42

Il Potencia de otra potencia

Al elevar una potencia a otra potencia, se obtiene una nueva potencia de la mis-
ma base.

(54)3:54'54_ 54 - 54+4+4_54-3_ 512

Observa que el exponente final es el producto de los exponentes de la expresién
inicial.

Para elevar una potencia a otra potencia, se deja S (@) =g
la base y se multiplican los exponentes.

Por ejemplo:

2)4 2.4 8

(@ )t=a"%*=a
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Actividades

1 Calcula como en el ejemplo y compara los resultados.

° (4-3)%2=12%=144

4.3)2=42.32
42-32=16-9=144}_>( 3) 3

a)(3-5)7=...

32.52- .. |7
b)(4.2)3= ...

43.235- . |77
o) (12:3)2= }
122:32- .. |7
d) (20 :4)3 = }
203:43= ... | "

2 Copia y completa las casillas vacias.
(3.5 =350
b 8.6 =(]-[J)°
9(6:3)7 =65 : 30
&) 15555 [)*
e)(a- b)D =|:|3-|:|3
)ym? . n? = (D D)z
9 (a:b)F =[P
h) m4:n4:(|:| ¢|:|)D
3 Reduce a una sola potencia como en el ejemplo.
2. (3= 2 (3P = (-6)°
a) 3%. 42 b)(-2)3 - 43
0) (-5)2- (+3) )36 (-2)°

4 Expresa con una sola potencia igual que en el ejemplo.

o (-15)%: (+3)% = [(-15) : (+3)]% = (-5)% = 5%
a) 9434 b) (+15)3 : (=5)3
c) (-20)? : (—4)? d) (-18)%: (-6)*

5 Reflexiona y calcula de la forma mis sencilla.

)5 .23 b) 42 . 52

)25% . 4? d) 203 . 53
016°: 8 f)18:6°
g 214:74 h) 35%: 52

6 Copia y completa las casillas vacias.

a) 52.5% =58 b)64. 63 = 6P
c)45~a3=aD d)m3'm|:|=m9
e) 20:24-20 £)78:75 =7
g)a9:48:aD h) m8 : mB5 = m6
i) (47)° = 45 ) (57 =51
k) (ﬂ2)2 _ ﬂD ) (m4)|:| 12

7 Reduce a una sola potencia.

a) 5% .57 b)3?%.3°
c) 10° - 102 da’ a2
e)m’ - m f) x2 . x©

8 Copia y completa en tu cuaderno.
a) (<6)° - (-6)* = (-6)F  b) (+3)°- (+3)* = 31
2% (22=20 B9 (+5)* = (-5

9 Reduce a una sola potencia.
2)25.27 b)(-2)° - (+2)°
o) (-12)- (+12)? d) (+9)* - (-9)°

10 Expresa con una potencia Unica.

a) 2622 b)38:3°
) 107: 10° d)a'%: 4°
e)m’:m £) x8: x*

o) 124: (-12)

a) (5%)°
c) (10%)°

e) (m*)°

a) [(-2)°)?
I [(+7)°)°

11 Copia y completa en tu cuaderno.
a) 59 : 5% = sU
Q) (—=4)8 : (+4)3 = 41

b) (<2)°: (-2)3 = (-2)P
d) (+6)% : (=6)° = (-6)

12 Reduce a una potencia Gnica.

a) (7)8: (=7)°

b) 107 : (~10)*
d) (=4)10: (+4)°

13 Reduce a una tnica potencia.

b) 2%
d) (@)
£) (x%*

14 Reduce a una sola potencia.

b) [(+5)°)?
d) [(-4)7*




Il Raiz cuadrada de un numero entero

* La raiz cuadrada es la operacién inversa de elevar al cuadrado.

Va=b o b*=a
* Los niimeros cuya raiz cuadrada es un niimero entero se llaman cuadrados
perfectos.
V EJEMPLOS

V49 -7 & 72-49
V400 = 20 < 20% = 400

Teniendo en cuenta el concepto de raiz cuadrada, vemos que:

} 49 y 400 son cuadrados perfectos.

Un niéimero positivo tiene dos raices cuadradas.

e -/ +4 & (+4)? =+16
(+16) N 4 & (-4)%=+16

Un niimero negativo no tiene raiz cuadrada.

V(=16) = x & x?=-16 — Imposible.

\V(=16) — No existe, porque no hay ningtin niimero cuyo cuadrado dé
un resultado negativo.

Ejercicios resueltos
1. Calcular las siguientes raices cuadradas:

a) V(+64) b) V(+144) ©) V(-36)

a) Hay que preguntarse qué niimero elevado al cuadrado da 64.

El ntimero es el 8. Como sabemos que tiene dos raices:

8
\(+64) -7,

b) Ve 144) = ¢ illzz

¢) Los niimeros negativos no tienen raiz cuadrada.

Actividades

15 Calcula, si existen.

) V(1) b)V(1) o) V(+25) ) V(+121) h)V(=169) i) V(+400)
d)V(36) ¢) V(+100) £)N(=100) i) V(=400) k) \(+484) 1) V(=1 000)
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Ejercicios

Multiplos y divisores

1 YVV Encuentra cuatro parejas multiplo-divisor
entre los siguientes nimeros:

143 12 124 364

180 31 52 13

2 VUV Responde justificando tu respuesta.
a) ;Es 132 multiplo de 112
b) ;Es 11 divisor de 132?
c) ;Es 574 multiplo de 142
d) ;Es 27 divisor de 1 5422

3 YVV Calcula.
a) Los cinco primeros mdaltiplos de 10.
b) Los cinco primeros mdltiplos de 13.

¢) Los cinco primeros maltiplos de 31.

4 vV Calcula.
a) Todos los divisores de 18.
b) Todos los divisores de 23.
c) Todos los divisores de 32.

5 vVV Copia estos nimeros y selecciona:

| 66 | [ 71 ] 90 | 1103 | 1105 |

1156 1220 1315 ] 1421 708 |

a) Los multiplos de 2.
b) Los multiplos de 3.
c) Los multiplos de 5.

6 YVV Copia estos niimeros, rodea con un circulo
los maltiplos de 3 y tacha los maltiplos de 9:

| 33 | | 41 | | 54 | | 87 | 1108 |

112 [231]  [341]  [685]

oroblemas

Consolida lo aprendido utilizando tus competencias -
Numeros primos y compuestos

7 vV Escribe.
a) Los diez primeros ndmeros primos.
b) Los nimeros primos comprendidos entre 50 y 60.
¢) Losnimeros primoscomprendidosentre 80y 100.
d) Los tres primeros primos mayores que 100.

8 YVV Mentalmente, sin ldpiz ni papel, separa los
ndimeros primos de los compuestos:

4] [ 7] [10] [15]
[ 24 | [ 31 | [ 41 | | 51 |

[17 ]
|67 |

9 YVV Descompdn, mentalmente, en el médximo
namero de factores las siguientes cantidades:

6] [8] [10] [14] [15] [18]

120 |24 |25 [27] [30] | 42|
10 vVV Descompén en factores primos.

a) 48 b) 54 c) 90 d) 105

¢) 120 £)135 2) 180 h) 200

11 vVV Descompédn en el méximo niimero de facto-
res:

a) 378 b) 1144 c) 1872

Minimo comun multiplo y maximo
comun divisor
12 vV Calcula.
a) Los diez primeros multiplos de 10.
b) Los diez primeros multiplos de 15.
¢) Los primeros multiplos comunes de 10 y 15.

d) El minimo comdn multiplo de 10 y 15.

13 vVV Calcula mentalmente.

b) min.c.m. (6, 9)
d) min.c.m. (6, 10)
f) min.c.m. (12, 18)

a) min.c.m. (2, 3)
¢) min.c.m. (4, 10)

e) min.c.m. (6, 12)




E'Iercicios x = roblemas
Consolida lo aprendido utilizando tus competencias

14 vvvV Calcula. 20 vVV En mi colegio hay dos clases de 2.° ESO:
2) min.c.m. (12, 15) b) min.c.m. (24, 60) 2.° A, con 24 estudianres, y 2.° B, con 30.
¢) min.c.m. (48, 54) d) min.c.m. (90, 150)
e) min.c.m. (6, 10, 15) ) min.c.m. (8, 12, 18)

Tenemos que hacer equipos con el mismo nimero
de miembros, pero sin mezclar de las dos clases.

Describe todas las formas posibles de hacer los

15 vVV Escribe. equipos.
a) Todos los divisores de 18. 21 VvV En un acuartelamiento hay 3007 soldados.
b) Todos los divisores de 24. :Se pueden colocar en formacién, con un niimero

exacto de filas y columnas?

¢) Los divisores comunes de 18 y 24.
Justifica la respuesta.

d) El méximo coman divisor de 18 y 24.
16 vV Calcula mentalmente. Suma y resta de numeros enteros

a) max.c.d. (4, 8) b) méx.c.d. (6, 9)
¢) mix.c.d. (10, 15) d) mix.c.d. (12, 16)

22 vV Calcula mentalmente.

2)5-9 b)5-11
e) mix.c.d. (16, 24) f) méax.c.d. (18, 24) 9139 42230
17 vV Calcula. e) 21 -33 f)46 - 52
a) méx.c.d. (36, 45) b) mix.c.d. (48, 72) g)-8— 14 h)—21-15
¢) méx.c.d. (105, 120)  d) max.c.d. (135, 180) i) —33-22 j)—13 + 18
e) mix.c.d. (8,12, 16)  f) max.c.d. (45, 60, 105) k)—22+9 1) -37 + 21

23 vVV Calcula.
)5-8-4+3-6+9
18 vVV ;De cudntas formas distintas se pueden enva- b)10-11+7-13+15-6
. ,
sar 80 botes de mermelada en cajas iguales? 09-2-7-11+3+18—10

d)-7-15+8+10-9-6+11

Reflexiona, decide, aplica

Indica, en cada caso, el nimero de cajas necesarias
y el nimero de botes por caja.

24 vV Quita paréntesis y calcula.
a) (+5) = (-3) - (+8) + (-4)
b) —(=7) — (+5) + (=6) + (+4)
) +(=9) — (+13) — (=11) + (+5)
d) —(+8) + (-3) = (=15) — (+6) — (+2)

25 vvV Calcula.
2)3-5+7-10-9)
b)4+(8-6-10)—(6-10 + 4)

;Cudntos balones ha comprado y cudnto costaba ) 7-11-4-0-6-13)
cada bal6n? d)—(6-3-5)-(-4-7+15)

19 vVV Marta ha comprado varios balones por 69 €.

El precio de un balén era un nimero exacto de
euros, sin decimales.
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26 vvV Opera.
a)16+[3-9-(11-4)]
b)8 - [(6- 9)—(7-13)]
) (6-15)—-[1-(1-5-4)]
d)2-12+7)-[(4-10) - (5-15)]
e [9-(5-17]~-[11-(6-13)]

27 VvV Quita paréntesis y calcula.
A6-(5-[4-(3-2)])
b)6—(7-[8~- (9-10)])

0 10 + (11— [12 + (13 - 14)])

d)10- (9 +[8—(7 +6)])

) [B-8)-5]+(-11+[7-(3-4)])

Multiplicacion y division de numeros
enteros

28 vVV Opera aplicando la regla de los signos.

a) (-5) - (-6) b) (-21) : (+3)

o) (-4 - (+7) d) (+42) : (-6)

e) (-0) - (-8) £) (+30) : (+5)

g) (+10) - (+5) h) (-63) : (-9)

i) (-9) - (=5) j) (+112) : (-14)
29 vV Obtén el valor de x en cada caso:

a)x-(-9) =49

b)(-5) :x=-1

©) (-5) - x=—-45

d)x:(—4) =+3

e)x- (+6) = —42

£) (+28) : x=-7

30 vvV Calcula.
a) (-2) - [(+3) - (-2)] b) [(+5) - (-3)] - (+2)
c) (+6) : [(-30) : (-15)]  d) [(+40) : (=4)] : (-5)
e) (-5) - [(-18): (=0)]  £)[(-8) - (+3)]: (-4)
[

g [(-21): 7] - [8: (=4)] h)[6-(-10)]: [(-5) - 6]

v

Operaciones combinadas
con numeros enteros

31 vVV Calcula.
Q)5-4-3
0)4-5-6-3
16— 4-7+2-5-19
f)5.6-21-3.7+12

b)2.9-7
d)2.8-4.5

32 vVV Opera dentro del paréntesis y, después, multi-

plica.

a)3-(9-11) b)-5-(4-9)
05-(9-4)-12 d)1+4-(6-10)
e)6-(8-12)-3.(5-11)

£)4.(13-8)+3-(9-15)

33 vVV Calcula y observa que el resultado varia segiin
la posicién de los paréntesis.

a)17-6-2 b) (17 -6) -2

) (-10) -2 (-3) d)[(-10) - 2] - (-3)

¢) (-3) - (+5) + (-2) £) (=3) - [(+5) + (-2)]
34 vvV Calcula paso a paso.

a)5-(-4)-2-(-6)+13

b)—6- (+4) + (-3) - 7 + 38

) (=2) - (+8) = (=5) - (=6) + (-9) - (+4)

d)—(=9) - (+5) - (=8) - (+7) — (+4) - (-6)

Potencias de numeros enteros

35 vV Calcula.

a) (-2)! b) (-2)* o) (-2)°

d) (-2)4 e) (-2 f) (-2)¢

g (-2)7 h) (-2)® 0 (-2)°
36 vVV Calcula.

a) (-5)4 b) (+4)° o) (-6)°

d) (+7)° e) (-8)? f) (-10)7

A




Ejercicios v problemas

Consolida lo aprendido utilizando tus competencias

37 vV Observa... Interpreta, describe, exprésate

23 = (22) - (=2) - (=2) = —
7= (2)-2)- )-8 43 vV El brazo mecdnico de un robot ha sido pro-

(+2)7 = (+2) - (+2) - (+2) = +8 gramado de la siguiente forma:
-29=-2.2.2=-8 — Encendido: inicio del programa.
+23242.2.2=148 — Primer minuto: avanza 1 cm y retrocede 5 cm.
...y calcula. — Segundo minuto: avanza 2 cm y retrocede 5 cm.
a) (-3)* b) (+3)* — Tercer minuto: avanza 3 cm y retrocede 5 cm.
c) -3* d) +34 — .

Y asi continda, hasta que, al final de un determi-

vwv i 1ni i . . c ey e ..
38 Expresa como potencia de un dnico nimero nado minuto, se encuentra en la posicién inicial.

a) 104 : 5% b) 127 : (—4)7 Entonces repite el proceso.
) (=9)°: 36 d)2¢. 20 ;Cudntas veces repite el ciclo en hora y media? Jus-
o) (L4)5 - (L2)5 £)24. (L5)4 tifica la respuesta.
MINUTO 1 2 3
39 VvV Reduce a una sola potencia. AVANCE ] 5 3 4 5
a) (x%)° b) (7714)3 RETROCESO 5 5 5 5
o) [210: 292 d)(a-a3)3 VARIACION —4 -3 -2 -1
e)(x°: x?) - x4 £) (x® - x%) 1 x7 POSICION —4 -7
40 VvV Expresa como una potencia dnica. 44 vvV Una plataforma petrolifera marina se sostiene
a) 52 (=5)3 b) (=6)8 : (—6)° sobre flotadores, a 55 metros sobre la superficie del
. . ‘ . agua, anclada en una zona con una profundidad de
o [7%- 7)1 : (=7) d)(2%7:2? 470 m.
o) [(3) : [(-3))? f) (5% : [(-5)°) Sobre ella, hay una gria de 35 m de altura, de la

que pende un cable y en su extremo un batiscafo
auxiliar para los trabajos de mantenimiento de la

Raices de numeros enteros plataforma.

En este momento, la grda ha largado 120 metros

41 vvv Caleula. de cable y sigue bajando el batiscafo a razén de un

2) V49 b)\7Z =49 tercio de metro por segundo.
4152 o) V225 FyV225 a) ;Cudl o cudles de estas expresiones representan la

distancia del batiscafo al fondo en este momento?

7 .
g V2500 h)N50 i) N=2500 (470 + 55 + 35— 120] [470 — [120— (55 + 35)]|

42 VvV Calcula las raices siguientes: | (470 + 55) — (120 — 35) |
a) Vx? b) V(=x)? ¢) V—x2 b) ;Cudnto tardard el batiscafo en llegar al fondo?
d) NP O VCa) £)A % ¢) ;Cudnto tardard la gria en izar el batiscafo hasta
la superficie de la plataforma, si sube a la misma
g) Nm© h) (=m)° i) N—m® velocidad que baja?
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Resuelve problemas

45 vVV Un rollo de cable mide mds de 150 m y me-
nos de 200 m. ;Cudl es su longitud exacta, sabien-
do que se puede dividir en trozos de 15 m y tam-
bién en trozos de 18 m?

46 vVV De cierta parada de autobus parten dos li-
neas, Ay B, que inician su actividad a las 7 h de la
mafana. La linea A presta un servicio cada 24 mi-
nutos, y la linea B, cada 36 minutos. ;A qué hora
vuelven a coincidir en la parada los autobuses de
ambas lineas?

47 vV Se desea dividir dos cuerdas de 20 m y 30 m
en trozos iguales, lo mds grandes que sea posible, y
sin desperdiciar nada. ;Cudnto medird cada trozo?

48 YVV Para pavimentar un suelo de 12,3 m de largo
por 9 m de ancho, se han empleado baldosas cua-
dradas, sin necesidad de cortar ninguna. ;Qué me-
dida tendrd el lado de cada baldosa, sabiendo que

se han empleado las mayores que era posible?

Autoevaluacion

:Reconoces la relacién de divisibilidad?

1 Responde y justifica:
a) ¢Es 31 divisor de 7442
b) ;Es 999 multiplo de 992

2 Escribe:
a) Los cuatro primeros multiplos de 13.

b) Todos los divisores de 60.

:Identificas los primeros niimeros primos?
3 Escribe los primos comprendidos entre 20 y 40.

:Reconoces cuindo un nimero es miltiplo de 2, de
3,de 5 0de 102

4 Indica cudles de estos nimeros son multiplos de 2,
cudles de 3, cudles de 5 y cudles de 10:

897 —765-990-2713 - 6077 — 6324 — 7005

49 VvV Julia ha formado el cuadrado mds pequefio
posible uniendo piezas rectangulares de cartulina,
de 12 cm por 18 cm.

¢Cudnto mide el lado del cuadrado?

:Cudntas piezas ha empleado?

50 vvV En un horno de bolleria se han fabricado
2400 magdalenas y 2640 mantecados, que se de-
sean comercializar en bolsas con el mismo ndmero
de unidades y sin mezclar ambos productos.

¢:Cudntas magdalenas o cudntos mantecados se pue-
den poner en cada bolsa, teniendo en cuenta que el
numero debe ser superior a 15 e inferior a 30?

51 VvV Se desea envasar 125 botes de conserva de to-
mate y 175 botes de conserva de pimiento en cajas
del mismo ndmero de botes, y sin mezclar ambos
productos en la misma caja.

¢Cudl es el minimo nimero de cajas necesarias?

:Cudntos botes irdn en cada caja?

:Sabes descomponer un niimero en factores primos?
5 Descompdn en factores primos los nimeros 40 y 60.
:Sabes calcular el mix.c.d. y el min.c.m.?

6 Calcula: mix.c.d. (40, 60) y min.c.m. (40, 60).

:Resuelves expresiones con paréntesis y operaciones
combinadas de nimeros enteros?

7 Calcula:
a)7-—12 b) 10 — 8 +3 c)5-11+8-10
8 Calcula el valor de:
a)2-(5-8) b) (7 —15) - (6 -2)
05-[2-(3-2)]
9 Calcula.
a)4-3-13 b)5-(-2)+3-4

0)20-4-6-12:(=2)
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23istema

de numeracion
decimal y siste-
ma sexagesimal

Cuando un astrénomo afirma que un planeta y
una estrella coincidieron en un punto de latitud
78°43' 55" alas 23 h 15 min 18 s, estd usando dos

sistemas de numeracidn:

— Los numeros 78, 43, 55, 23, 15 y 18 estdn escritos
en notacién decimal-posicional (es decir, la que
usamos habitualmente, en base 10).

— Tanto las expresiones angulares (en °, ' y ') como
p g y
las horarias (h, min y s) estdn basadas en un siste-
ma sexagesimal (base 60).

El sistema de numeracién decimal-posicional fue un
logro de los indios, hacia el siglo vi. Nos lo trajeron
los drabes en el siglo viin.

El sistema sexagesimal fue creado por los babilonios
hace més de tres mil afios. Ahora es universalmente
utilizado para medir dngulos y tiempos. Por ejemplo,
una hora y cuarto, que serfa 1,25 h en forma decimal,
se escribe 1 h 15 min en sexagesimal.

Lo curioso es que en Europa, durante varios siglos, los
nimeros enteros se expresaban en el sistema decimal
y las partes fraccionarias en sistema sexagesimal. Por
ejemplo, para expresar el niimero 12,84 se ponia:

12;50,24 que significaba 12 + 50, 24

60 60?2
iQué complicacién!
Hasta el siglo xv1 no se popularizé el uso de la no-

menclatura decimal para expresar partes de la unidad,
como hacemos ahora.

DEBERAS RECORDAR

M La estructura del sistema de numeracién decimal.
B Cémo se multiplica y se divide por la unidad se-
guida de ceros.

B Cémo se aproxima un niimero a un determinado
orden de unidades.

M La traduccién de algunas cantidades de tiempo
del sistema sexagesimal al decimal.




29

28 v
28,3 V284

28,37

28, 38

/\

28 375

28 376

T

El sistema de numeracion decimal

Para expresar cantidades comprendidas entre dos niimeros enteros, utilizamos
los nimeros decimales.

2|9
[

v
[ )
2 ARTE ENT
283758 { 8 — PARTE ENTERA

0,3758 — PARTE DECIMAL

28

La parte decimal representa una cantidad menor que la unidad y sus 6rdenes de
unidades tienen la misma estructura que los de la parte entera:

Una unidad de cualquier orden se divide en diez unidades del orden
inmediato inferior.

1 unidad = 10 décimas 1=10-0,1

1 décima = 10 centésimas —— > 0,1 = 10 - 0,01

1 milésima = 10 diezmilésimas —— 0,001 = 10 - 0,0001

S Y&) <
P é“” %@‘ 5 ,@&
\ng' &@é § & é&@ & @) QVQ\) \)é
@\) &\ Q@ & @V % & @V Veintiocho unidades
e M| C D U |d|c|m < y tres mil setecientas
T 21813171518 ‘ == cincuenta y ocho
diezmilésimas
20 + 8+ 0,3 + 0,07 + 0,005 + 0,0008 = 28 + /23
10000

Bl Clases de numeros decimales

Conviene que sepas diferenciar los distintos tipos de nimeros decimales que te

encontrards en mediciones, resultados de operaciones y problemas.

* Decimales exactos: tienen un nimero limitado de cifras decimales.

4,75

DOS CIFRAS DECIMALES

* Decimales periddicos: tienen infinitas cifras decimales que se repiten peri6-
dicamente. Pueden ser de dos tipos:

Periédico puro: Periédico mixto:
7,151515... = 7,15 8,24666... = 8,246
PERIODO j PARTE DECIMAL NO PERIODICA PERIODO

* Decimales no exactos y no periédicos: tienen infinitas cifras decimales que
no se repiten periédicamente.

\2 =1,4124135...
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Recuerda

Para comparar dos nimeros decima-
les, contrastamos cifra a cifra los ér-
denes de unidades correspondientes,
empezando por la izquierda.

[4]3]s[1]2] |
Ll

= = = #

T 111
[4]3]5]0]9]9]
4,35099 < 4,3512

|—O<1

Ejemplo

Intercalar un ndmero decimal entre

[509 | < oo <[ 51]
l "

< 5,095 <

<]
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Representacion y ordenacidn de numeros decimales

Cada niimero decimal se representa con un punto de la recta numérica.
Cada punto de la recta numérica se localiza mediante un niimero decimal.

-2 -1 0 1 2 3
IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

[-1,263] [-04] [0,6751]  [1,55]

-1,263 < -0,4 < 0,6751 < 1,55 < 2,753
Los ndmeros decimales quedan ordenados en la recta numérica.

Si elegimos dos nimeros cualesquiera, el menor queda a la izquierda, y el ma-
yor, a la derecha.

Bl Entre dos numeros decimales
siempre hay otro decimal

* Tomemos dos decimales cualesquiera; por ejemplo, 5,3 y 5,8.
Es evidente que entre ambos hay otros nimeros.
5,3 5,8

54 55 56 57
I I I I I I

[5,3]<5,4<55<56<5,7<[58]

* Tomemos, ahora, dos consecutivos de los anteriores; por ejemplo, 5,3 y 5,4.

Ambos niimeros se diferencian en una décima, que se divide en diez centésimas.

5,3 5,4

I I I I I I I I I
1 1
5,30 5,31 5,35 5,38 5,40

[530]<531<...<535<...<538 < ... <[5,40]

El razonamiento puede continuar indefinidamente, y repetirse para cualquier
otro par de nimeros.

* Los niimeros decimales quedan ordenados en la recta numérica.

¢ Entre dos nimeros decimales cualesquiera hay infinitos decimales.

REGLA PRACTICA:
El proceso anterior te resultard mds claro si aumentas el niimero de cifras decima-
les, anadiendo ceros a la derecha.
V¥V EJEMPLO
Intercalemos varios nimeros decimales entre 2,58 y 2,59:

2,58 = 2,580

= 2,580<2,581 <...<2,589<2,590
2,59 = 2,590 }




Il Aproximacion de un nimero decimal
a un determinado orden de unidades

En ocasiones, como resultado del cdlculo, obtenemos ndmeros con excesivas ci-
fras decimales que resultan de manejo engorroso y aportan informacién poco
significativa. En estos casos, sustituimos los resultados por otros mds manejables

Ten en cuenta

VALOR —> 6,2235

6,2'235 6,3

?

[ T T T T T T T

| —
ERROR

REDONDEO A LAS DECIMAS — 6,2

ERROR — 06,2235 -06,2 =
= 0,0235 < 0)05
l

MEDIA DECIMA

El error cometido en el redondeo es
inferior a media unidad del orden al
que se aproxima.

de valor aproximado.

V EJEMPLO

Un supermercado ofrece bolsas de manzanas de 3 kg por 1,99 €, y bolsas de na-

ranjas de 5 kg por 2,79 €. ;A como sale el kilo de manzanas? ;Y el de naranjas?

2,79:5=10,558

0,5'58

H—J
ERROR < 0,005 «—

L ERROR < 0,005

El resultado 0,663 esti mds cerca de
0,66 que de 0,67.

El kilo de manzanas sale por 0,66 €.

0,56 que de 0,55.
El kilo de naranjas sale por 0,56 €.

La manipulacién de los resultados anteriores recibe el nombre de redondeo.

El redondeo consiste en suprimir las cifras decimales a partir de un determi-
nado orden de unidades, sumando uno a la dltima cifra resultante cuando la
primera cifra suprimida es 5 o mayor que 5.

Ejercicio resuelto

Aproximar a las décimas y a las centésimas, los niimeros siguientes:

2,818 0,476 1,501 0,099
NOMERO A LAS DECIAS A LAS CENTESIIAS
2,818 2,8 2,82
0,476 0,5 0,48
1,501 1,5 1,50
0,099 0,1 0,10

El resultado 0,558 estd mds cerca de
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Actividades

1 Escribe cémo se leen las cantidades de la tabla:

C D U|d| c m
0, | 0 3 7
1 5, | 4 6 8
0, 0 0 2 4
413|586

2 Escribe c6mo se leen las siguientes cantidades:
a) 1,37
b) 5,048
c) 2,0024
d) 0,00538
e) 0,000468

3 Escribe con cifras.
a) Tres unidades y cinco centésimas.
b) Cuarenta y tres milésimas.
¢) Ocho cienmilésimas.
d) Doscientas diecinueve millonésimas.

e) Veintitrés millonésimas.

4 Escribe el niimero asociado a cada letra:

2,7 A B 2,8 C
f

N K
Pl

5 Dibuja una recta numérica y representa en ella los
siguientes nimeros:

A=87 B=9 C=94 D =10

6 Dibuja una recta numérica y representa los niimeros
siguientes sobre ella:

M=-0,02 N=0,07 K=0,1 H=0,15

7 Ordena de menor a mayor en cada caso:
a) 7,4; 6,9; 7,09; 7,11; 5,88
b)3,9; 3,941; 3,906; 4,001; 4,04
c) 0,039; 0,01; 0,06; 0,009; 0,075

8 Copia y completa en tu cuaderno con los signos
<, > 0 =, segln corresponda.

2,5 [ ] 250 6,1 [ 6987
3,009 [ ] 3,01 4,13 [ ] 4,1300

9 Intercala un ndmero decimal entre:

)22y 23
b)4,01 y 4,02
1,59 y 1,6
8 y 8,1

10 Redondea a las décimas.
a) 5,48
b) 2,8346
c) 3,057

11 Redondea a las centésimas.
a) 6,284
b) 1,53369
c) 0,79462

12 Completa en tu cuaderno.

APROXIMACION

NUMERO A LAS DECIMAS

8,53

5,884

24

5,17

4,083

6,995

13 Completa en tu cuaderno.

APROXIMACION

DUBIERD A LAS CENTESIMAS

6,527

0,4639

1,0894

2,096

5,15

3,24




CUOTAS ABONO

25,501

15,68
+26
41,68
COSTE LLAMADAS
METROPOL. INTERPROV. A MOVILES
385 0,065 0,241
x0,023 X 67 X 51
1155 455 241
+770 + 390 + 1205
8,855 4,355 12,291
TOTAL
8,855
4,355
+12,291

DESCUENTOS
5,84
+3,0742
8,9142
TOTAL FACTURA
41,68
+ 25,501

67,1810
- 89142

58,2668
+ 10,4880

68,7548

—

— CUOTAS
— COSTE LLAMADAS

— DESCUENTOS

— IVA

S

Operaciones con numeros decimales

Ya sabes sumar, restar y multiplicar nimeros decimales. Como repaso, vamos a

revisar este recibo de teléfono:

TELEVOX, S.A. IMPORTE| SUMAS
CUOTAS ABONO
A |- LINEA BASICA 15,68
— LinEa ADSL (tarifa plana) 26,00 | 41,6800
CONSUMO LLAMADAS N.° LLAM.| TIEMPO | TARIFAS
(minutos) | (€/min)
— METROPOLITANAS 8 385 0,023 8,855
B | — INTERPROVINCIALES 16 67 0,065 4,355
— A MOVILES 36 51 0,241 | 12,291
— AL EXTRANJERO 0 0 0,00 25,501
DESCUENTOS
C | — AHORRO NUMS. FIJOS 5,84
— PROMOCION FAMILIAS 3,0742 | 8,9142
RECIBO N...c.oouvrrirennenennenne TOTAL (base imponible A + B—C) | 58,2668
ABONADO .....uvveeeieieeennneens 1vA (18%) 10,4880
DIRECCION.....ccoviereenreennanns TOTAL 68,75

Las operaciones necesarias se realizan al margen y se recogen en las siguientes

expresiones:

CALCULO BASE IMPONIBLE (A + B — C)

CUOTA ABONO CONSUMO DESCUENTOS

(15,68 + 26,00) + (385 - 0,023 + 67 - 0,065 + 51 - 0,241) — (5,84 + 3,0742) =

= 41,68 + (8,855 + 4,355 + 12,291) — 8,9142 =
= 41,68 + 25,501 — 8,9142 = 67,181 — 8,9142 = 58,2668

CALCULO DEL IVA (18%)

(58,2668 - 18) : 100 = 10,488024 —— 220"2E2 5 10,4880
CALCULO DEL TOTAL A PAGAR
A+B-C 1IVA
I58,2668I+ I10,4880I= 68,7548 — EDONDEO__, (58,75 €

A LAS CENTESIMAS

e Para sumar o restar ndmeros decimales, se colocan en columna haciendo
coincidir los 6rdenes de unidades correspondientes.

¢ Para multiplicar nimeros decimales, se opera como si fueran enteros y,
después, se separan en el producto tantas cifras decimales como las que
retinen entre los dos factores.
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n de numeros decimales

Vamos a repasar ahora los distintos casos de divisién con nimeros decimales.
Para cada uno, partiremos de un problema que da sentido a la operacién.

Il Divisiones con el divisor entero

PROBLEMA 1

25,000 |8
Una mdquina tejedora ha fabricado una pieza de tela 10 3.125
de 25 metros en 8 minutos. 20
;Cudntos metros teje en un minuto? 48

Solucion: Teje 3,125 m en un minuto.

PROBLEMA 2
8,2 15
En un obrador de pasteleria se han empleado 8,2 kg de 070 0,5466...
harina para la fabricacion de 15 tartas iguales. ;Qué 100
cantidad de harina lleva cada tarta? 100

10
Solucién: Cada tarta lleva 0,546 = 0,547 kg.

Para obtener cifras decimales en el cociente:

* Al bajar la cifra de las décimas del dividendo, se pone la coma decimal en el
cociente y se continda la divisién.

* Si no hay suficientes cifras decimales en el dividendo, se afaden los ceros
necesarios para alcanzar la aproximacién deseada.

I Divisiones con el divisor decimal

PROBLEMA 3 4125
Recuerda . ' -101 10
Si se multiplican el dividendo y el Dos kilos y medio de manzanas han costado 4 euros} % 0.0 25»’
divisor por el mismo ntmero, el co- sCudnto cuesta un kilo de manzanas? 150 I—l G
ciente no varfa. 00 ’
‘ Solucién: Un kilo cuesta 1,6 €.
:2=3 <—‘
- 10 \ l . 10 COCIENTES PROBLEMA 4 93,3 : 24,88\.\
IGUALES - 100 U i-100
Por un consumo de 24,88 metros ciibicos de F ¥
60:20=3 agua nos ha llegado una factura de 93,3 €. 9330,00 2488
;A como estd el metro ciibico? 1866 0 3,75
124 40
00 00

Solucion: Un metro ctibico cuesta 3,75 €.

Cuando hay decimales en el divisor:

Se multiplican el dividendo y el divisor por la unidad seguida de tantos ceros
como cifras decimales haya en el divisor. La nueva divisién tiene el mismo
cociente y el divisor entero.
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Actividades

1 Responde mentalmente.

a) 0,75+ 0,25

b)0,75 - 0,25
c) 1,80 + 1,20
d)1,80 - 1,20
e) 2,30 + 1,80
f) 2,30 — 1,80
g) 3,50 + 1,75
h) 3,50 - 1,75
2 Calcula.
a) 2,37 + 0,356

b) 5,86 — 1,749

c) 13,2 + 4,08 + 2,635
d) 15,4 — 6,843

e) 7,04 + 12,283 + 0,05
f) 0,35 — 0,0648

3 Resuelve.
a) 2,37 -1,26 + 0,8 — 0,35
b)2,50 - 1,25 -1,75-0,20
c) 13,48 — 10,7 + 5,328 — 6,726
d)5,6 — 8,42 — 4,725 + 1,48

4 Experimenta, pon ejemplos y, después, completa:

a) Multiplicar por 0,5 es lo mismo que dividir en-
tre...

b) Multiplicar por 0,25 es lo mismo que dividir en-
tre...

¢) Multiplicar por 0,1 es lo mismo que dividir en-
tre. ..

5 Calcula mentalmente.

a)12-0,5 b)28.0,5 c) 0,02-0,5

d)8.0,25 e)1,2-0,25 f) 0,24 - 0,25

)17 - 0,1 h)2,3-0,1 ) 0,6-0,1
6 Calcula.

a) 6,3 - 1,24

b) 0,44 - 2,375
c) 0,016 - 0,0025
d) 143 - 0,068

e) 5,48 - 2,63

f) 0,15 - 1,01

7 Experimenta, pon ejemplos y, después, completa:

a) Dividir entre 0,5 es lo mismo que multiplicar
por...

b) Dividir entre 0,25 es lo mismo que multiplicar
por...

¢) Dividir entre 0,1 es lo mismo que multiplicar

por...
8 Divide mentalmente.
a)7:0,5 b)0,3:0,5 c)2,3:0,5
d)2:0,25 e) 0,6:0,25 £)1,2:0,25
g)8:0,1 h)0,7:0,1 i) 4,8:0,1

9 Calcula el cociente exacto o, como mdximo, con
tres cifras decimales.

2)8:6 b)218: 16
d)12:536 e) 149,04 : 23

03:4
£) 2,58 : 15
10 Sustituye cada divisién por otra equivalente con el

divisor entero. Después, calcula el cociente exacto
o con tres cifras decimales.

2)6:0,2 b)13:0,75
c)53:4,11 d)4 : 0,009
e) 45,6 : 3,8 f) 23,587 : 5,1
g) 2,549 : 8,5 h)6,23: 0,011

11 Ejercicio resuelto

Aproximar a las centésimas el cociente de la
divisién 17 : 2,45.

1700,000 2,45
230 0 6,938
09 50 l
2 150 APROXIMA,CIO'NA} 6,94
190 LAS CENTESIMAS

12 Aproxima a las centésimas cada cociente:

2)5:6 b)7:9
C) 6 : 3;5 d) 217 . 519
13 Calcula.
a) 2,6 - 100 b)5,4: 10 c)0,83-10
d)12:100 e) 0,0048 - 1000 £) 350 : 1000
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Aplicacion

Calcular el lado de un cuadrado co-

nociendo s

u superficie.

X

&
@‘&
\/\ DY

|

«——X—>

x-x=x*=17,64

x=V17,64 = 4,2 dam

Actividades

1 Calcula las siguientes raices exactas:

a) V0,04
d)V0,0001

2 Obtén por tanteo, con una cifra decimal:

a) V8

b) V0,49
e) V0,0121

b)V11,5

Raiz cuadrada de un numero decimal

.Ya sabes que la rafz cuadrada es la operacion | [, _ 5 « 52_,
inversa de elevar al cuadrado.

Por ejemplo:

V0,25 = 0,5 < 0,52 =0,25 V144 =12 & 1,22= 1,44

También sabes que hay muchos nimeros cuya raiz no es exacta. En esos casos,
podemos tantear aproximaciones con tantas cifras decimales como queramos.

Como ejemplo, vamos a calcular sucesivas aproximaciones de \7:

2_
22_4 nollega}2<\/7<3
3°=9 se pasa

2= _—
2,6 = 6,76 no llega 2.6< \7 < 2.7
2,72=729 ————— sepasa

2_
2,64 = 6,9696 —— no llega 2,64 <\7 < 2.65
2,652=7,0225 ———> se pasa
Bl La raiz cuadrada en la calculadora
Normalmente, para calcular la raiz cuadrada, usamos la tecla ) de la calculado-

ra, que nos ofrece con comodidad la aproximacién deseada.

V¥V EJEMPLO
Calenlar\35.
a) Con dos cifras decimales.
En la calculadora obtenemos V35 = 5,9160797...
Para dar la raiz con dos cifras decimales, aproximamos a las centésimas;
es decir, V35 = 5,92.

b) Aproximando el resultado a las milésimas.

V35 =5,916

3 Obtén las siguientes raices con dos cifras decimales.

9 V0.81 Aytdate con la calculadora.
F)V0.1225 a) V7,84 b)V56 c) V39,0625

4 Usa la calculadora y redondea a las milésimas.

o) V150 2) V10 b)\2,54 ) V76,38




Ten en cuenta

1 h = 60 min
o
1 =—h
min 60
12min=22h-02h
60

. 12
1 =—=h=0,25h
5 min 0 0,25

30min=%h=0,5h

El sistema sexagesimal

De la misma forma que nosotros contamos de 10 en 10 (sistema decimal), otras
culturas a lo largo de la historia han contado de 60 en 60 (sistema sexagesimal).

* La adopcién de 10 como base del sistema de numeracién decimal se funda-
menta en la forma primitiva de contar utilizando los diez dedos de la mano.

* La adopcién del 60 se basa, probablemente, en una forma mds sofisticada de
contar, utilizando las 12 falanges de los dedos indice, corazén, anular y meni-
que de una mano recorridos con el pulgar como guia. La cuenta del nimero de
recorridos se llevaba con los dedos de la otra mano.

4 M}ﬁ
5&1 g
\

-

Bl Medida del tiempo y de la amplitud angular

En la actualidad, el sistema sexagesimal se utiliza en la medida del ziempo y en la
de la amplitud angular. En estas magnitudes, cada unidad se divide en 60 unida-
des del orden inferior.

TIEMPO AMPLITUD ANGULAR
- 60 - 60 - 60 - 60
[ 7 30 7 [ 3 =
HORA MINUTO SEGUNDO GRADO MINUTO SEGUNDO
h min s ° !

1°=60'
1'=060"

1 h = 60 min

1h=60-60=3600s
1 min=60s

}1°=60-60=3600"

Observa que las notaciones de los minutos y los segundos difieren de una mag-
nitud a la otra.

Bl Expresiones complejas e incomplejas

Recuerda que la medida de las cantidades relativas a una magnitud se pueden
expresar utilizando simultdneamente varias unidades (forma compleja) o una
unidad dnica (forma incompleja).

FORMA COMPLEJA FORMAS INCOMPLEJAS
1h 15 min 1,25h — 75 min
13°12' 13,2° —= 792
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Para el calculo mental

15min=15:60=0,25h

U
30 min = 0,50 h

45 min =0,75h

6min=6:60=0,1h

U
12min=0,2h

18 min=0,3h
24 min = 0,4 h

Actividades

1 Expresa en segundos.
a) 37 min
¢) 1 h25 min 16s

2 Expresa en grados.
a) 828'
c)21° 15

Il Transformacion de expresiones

La informacidn relativa al tiempo y a la medida de d4ngulos se suele dar en forma
compleja. Sin embargo, al introducirla en la resolucién de un problema se ha de
expresar en una unica unidad (forma incompleja). Es necesario, por tanto, que
sepas traducirlo de una forma a la otra. En los siguientes ejemplos aprenderds los
procedimientos para hacerlo.

Paso de complejo a incomplejo

¥ EJEMPLO 1: Pasar a segundos 2 h 15 min 54 s.

2h = 2.3600 = 7200s
15 min = 15.60 = 900s
54 s = = 54 s

2h15min54s — 81545

¥ EJEMPLO 2: Pasar a horas 2 h 18 min.

2h = =2 h
18 min 18:60 = 0,3h

2h18 min ———— 23h

Paso de incomplejo a complejo

¥ EJEMPLO 3: Pasar a horas, minutos y segundos 8 154 s.

8154s |60 8154
215 135min |60 T

354 Bmr R
2h 15 min 54 s

V EJEMPLO 4: Pasar a horas y minutos 2,7 h.
2.7 h=
N 0,7 h —60, [42 min

2,7 h =2h 42 min

3 Pasa a grados, minutos y segundos.

b)19 min 12's a) 24 660" b) 37 240"
d)2 h 45 min 12 s c) 78,5 d)12,25°

4 Pasa a horas, minutos y segundos.
b)25920" a) 4597 s b) 82,3 min
d)17° 24’ c)2,15h d)3,55 h




Suma de amplitudes angulares

A\ A
5 A=743652"
B =43°18"'25"
74° 36' 52"
+43° 18' 25"
A+B=117° 54 77"
U

A+B=117° 55" 17"

Resta de amplitudes anqulares

$
| §-117°55"17"

A B =43°18'25

117° 55" 17"
—43° 18' 25"

U

117° 54' 77"
~43° 18' 25"
74° 36' 52"

>

|
o>
I

Operaciones en el sistema sexagesimal

En los problemas resueltos que siguen, se expresan algunos procedimientos para
operar en forma compleja. Trata de resolverlos, primero, por tus propios medios
y, después, compara tus procesos con los que aqui se presentan.

Il Suma de cantidades en forma compleja

PROBLEMA 1

Un autobiis de linea ha invertido 2 h 12 min 34 s en el trayecto de ida entre dos
ciudadesy 1 h 57 min 46 s en el de vuelta. ;Cudnto ha durado en roral el viaje?

2h 12 min 34 s En el resultado, transformamos 60 segundos
+1h57 min 46s en 1 minuto, y 60 minutos, en 1 hora.

3 h 69 min 80 s

%,—/

\—>3h70min20s ———> 4h 10 min 20 s

Solucion: El viaje ha durado 4 h 10 min 20 s.

Il Resta de cantidades en forma compleja

PROBLEMA 2

Un helicéptero de salvamento maritimo recibe un aviso de socorro a las 18 h 56 min
45 s, y llega al lugar del accidente a las 19 h 8 min 15 s. ;Cudnto ha tardado en
responder a la llamada?

19h 8 min 15s 18 h 68 min 15s 18 h 67 min75s
—18h56min45s = —18h56min45s = —18h56min45s
O0h11 min30s

Solucion: Ha tardado once minutos y medio.

Il Producto de una cantidad compleja por un nimero

PROBLEMA 3

La cadena de montaje de una fibrica de electrodomésticos estd programada para
lanzar un lavavajillas cada 5 minutos y 13 segundos. ;Cudnto tardard en cubrir un

pedido de 50 lavavajillas?

S min 13 s En el resultado, hacemos las siguientes transformaciones:

x50 650s |60 260 min | 60
050s 10 min 20min 4h

(650 s = 10 min 50 s| 1260 min = 4 h 20 min |

260 min50 s —— 4h20min50s
Solucién: Tarda 4 h 20 min 50 s en cubrir el pedido.
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Il Cociente en forma compleja

PROBLEMA 4

Se desea dividir el jardin de una rotonda circular en siete sectores iguales. ;Cudnto
medird el dngulo de cada sector?

360° 7

10 51°25' 42" — Se divide 360° entre 7, y el resto se
30 60 5 180" pasa a minutos.
40 — Se dividen 180" entre 7, y el resto se
] . 60 "
5 ——— 300 pasa a segundos.
20

" — Queda un resto de 6"

Solucion: El dngulo de cada sector medird 51° 25" 42".

PROBLEMA 5

En un circuito de motociclismo, un piloto ha completado 25 vueltas en un tiempo de
1 h 45 min 25 s. ;Cudnto ha tardado, por término medio, en cada vuelta?

lh 45 min 25s |25
6 . 60 min + 0Oh4 min13s
105 min
05 min —%°— 300 s
325s
75
0

Solucién: Ha tardado, en cada vuelta, 4 minutos y 13 segundos.

Actividades
1 Realiza las sumas siguientes: 4 Calcula estas diferencias de 4ngulos:
2)6h 15 min30s+1h 18 min45s a) 85°45' - 18°37'19"
b)2 h 37 min 12 s + 43 min 18 s b)70°49' 12" — 36° 57' 10"
c)3h 24 min 16 s + 1 h 50 min 58 s c) 62°14' 21" - 18° 27" 35"

2 Calcula estas sumas de dngulos: 5 Calcula.
a) 12°16' 37" + 15°42' 35" a) (52 min 13s) - 10 b)(1°16' 15") - 4
b)84°25752" + 12° 46" 33" 6 Calcula la medida de los dngulos cuya amplitud sea

3 Realiza las siguientes restas: el doble y el triple, respectivamente, de la del dngulo

M =22°25"43",
2) 3 h 38 min 28 s — 46 min 12 s
b)2h23 min 13s—1h 42 min 20 s 7 Divide.
¢)2h—1h 16 min 30 s a) 109°: 4 b)21°40':5




Ejercicios

Consolida lo aprendido utilizando tus competencias

Sistema de numeracion decimal

1 vVV Copia y completa.

a) 5 décimas = ... milésimas

b) 2 milésimas = ... millonésimas
) 6 cienmilésimas = ... centésimas
d) 8 millonésimas = ... milésimas

2 vVV Ordena de menor a mayor en cada caso:
a) 5,1; 5,099; 4,83; 4,9; 4,99
b)0,21; 0,03; 0,15; 0,209; 0,101; 0,121

3 VVV Escribe el niimero asociado a cada letra:

el P2
M N @50,1 1}

v v
4 vV Copia y completa la tabla en tu cuaderno.

NUMERO 2,7 5,29 4,651
APROXIMACION
A LAS UNIDADES
APROXIMACION
A LAS DECIMAS
APROXIMACION
A LAS CENTESIMAS

APROXIMACION
A LAS MILESIMAS

5 YVV Berta pesa 52 kg y 450 gramos. Maria pesa
52,5 kg. Jacinto pesa mds que Berta, pero menos
que Marfa.

a) ;Qué puedes decir del error cometido al estimar
el peso de Jacinto en 52 kilos?

b) ;Y al estimarlo en cincuenta y dos kilos y medio?

oroblemas

Operaciones con numeros decimales

6 vVV Calcula.
a) 3,2 -1,63-0,528
c) 3,458 — (6,7 — 4,284)

b)0,85+1,23-0,638-0,4
d)5,2-(2,798 + 1,36)

7 vV Opera con la calculadora y aproxima el resul-
tado a las centésimas.

a) 2,63 - 0,84
b) 0,27 - 0,086
c) 62,35:12
d)5,27: 153

e) V851
f) V13,29

8 vV V Obtén el resultado con ayuda de la calculado-
ray redondea a las centésimas.

a)8,73:1,7-3,42:2,1
b) (8,73 : 1,7 —3,42) : 2,1

9 vVV Opera.
a) 5,8 -3,2-1,6-0,29
b) (5,8 - 3,2) - 1,6 — 0,29
) 5,8-3,2-(1,6-0,29)
d)5,8-(3,2-1,6-0,29)

10 vVV Para multiplicar por 0,1, podemos dividir en-
tre diez, como ves en el ejemplo.

80.0,1=80:10=8
sPor qué nimero hay que dividir para...
a) ...multiplicar por 0,01?

b) ...multiplicar por 0,001?

11 vVV Busca, y completa en tu cuaderno, el nimero
decimal que debe ocupar cada casilla.

[  ]-48=6 50,2-[  ]=0,002
97:[ ]=5 D[ J:025=12

© GRUPO ANAYA, S.A. Mateméticas 2.° ESO. Material fotocopiable autorizado.



© GRUPO ANAYA, S.A. Matematicas 2.° ESO. Material fotocopiable autorizado.

12 vVV Copia y completa en tu cuaderno este cua-
drado mdgico.

1,23

1,08 | 0,03 | 0,78

13 vVV Contintia en tres términos cada serie:
a) 2,37 -2,16-195-1,74 - ...
b)5-1-0,2-0,4-...
c)0,24-1,2-6-30- ...

14 vVV Calcula, con dos cifras decimales, la nota me-
dia de Julidn en cada asignatura.

a) Lengua: 8-6-7-7-6-7
b) Matemdticas: 5,2-6-5,8-4,5-7,1-5,7

Operaciones en el sistema
sexagesimal

15 VVV Expresa en horas.
a) 48 min
b) 66 min
c)6120s

16 vVV Pasa a horas, minutos y segundos.
a) 8,42 h

b) 123,45 min
c) 12746 s

17 vvv Calcula.

a) 37°50' 18" + 25° 39’

b)53° 27" 46" + 39° 43' 32"

¢) (3h 13 min) — (1 h 52 min 28 s)

d)(4h 16 min 24s) — (2h 39 min 51s)
18 vVV Calcula.

a) (14 min 16s) - 8

b) (59°46' 18") : 6

Resuelve problemas
con numeros decimales

19 vVV ;Cudnto cuestan dos kilos y ochocientos gra-
mos de manzanas a 1,65 € el kilo?

20 vVV ;Cudnto pagaré si compro 1,083 kg de sal-
moén a 9,75 €/kg? (Atencidn al redondeo).

21 vVV Una llamada telefénica a Oslo de 13,5 min
ha costado 9,45 €. ;Cudl es el precio por minuto?

22 VYUV Para fabricar 3500 dosis de cierto medica-
mento, se necesitan 1,96 kg de principio activo.
;Cudntos gramos de este principio lleva cada dosis?

23 YVV Hemos gastado 6,08 € en la compra de un
trozo de queso que se vende a 12,80 €/kg. ;Cudn-
to pesa la porcién adquirida?

24 vvV Una sandia de 2 kilos y 625 gramos ha costa-
do 4,2 €. ;A cémo sale el kilo?

25 VvV Marcelo compra un melén que pesa dos kilos
y cuatrocientos gramos.

Si el melén se vende a 1,99 €/kg, ;cudl de estas
cantidades debe pagar por la compra?

4,78 €

26 vvV Karla ha comprado 340 gramos de jamén, ha
pagado con un billete de 10 € y le han devuelto
3,88 €. ;A como estd el kilo de jamén?

27 VVV Para celebrar una fiesta, trece amigos adquie-
ren:

FIESTA:
[ — 6 botellas de refresco a 1,65 € la botella.
BU®__ 1120 kg de jamén a 27,75 €/kg.
#=. — 5 barras de pan a 0,85 € la barra.
1. B 350 g de cacahuetes a 9,60 €/kg.
: _ — 0,8 kg de patatas fritas a 5,80 €/kg.




E'|ercicios y p roblemas
Consolida lo aprendido utilizando tus competencias

Resuelve problemas con amplitudes
angulares y tiempos

28 vvV Un autobts interurbano da una vuelta a su
recorrido cada hora y doce minutos. ;Cudntas
vueltas dard en las 12 horas que dura su servicio?

Analiza y exprésate

29 vVYV Describe las distintas formas en que se ha re-
suelto la cuestién propuesta, y di si aprecias errores
en alguna de ellas.

Un camidn circula por una autopista a 90 kildmetros
por hora. ;Cudnto tiempo tarda en recorrer 300 km?

Resolucién 1

300 90

30 — 30 3 h 20 min
X 60

1800
000 El camién tarda 3 h 20 min.

Autoevaluacion

¢Lees y escribes niimeros que tengan hasta seis cifras
decimales?

1 Escribe cémo se leen:

a) 1,07 b) 0,0023 c) 0,000234

2 Escribe con cifras:
a) Dieciocho centésimas.
b) Trece cienmilésimas.
¢) Doscientas treinta y cinco millonésimas.

:Redondeas un nimero decimal a las décimas, las
centésimas, etc.?

3 Redondea a las centésimas.
a) 5,052 b) 0,55555 c) 0,7481

¢Realizas con agilidad cualquier operacién con na-
meros decimales?

4 Calcula.
a) 0,25 - 11,48 b)23:4,5
c) 0,08:1,6 d) 10,2 : 0,034

Resolucién 2

300,00 |90
300 3,33
300

30

El camién tarda 3 h 33 min.

Resolucién 3

300=90 + 90 + 90 + 30

l d l d
lh 1h 1h 20min

El camién tarda 3 h 20 min.

Resolucion 4

90 km/h = 90000 : 60 m/min = 1500 m/min

300 km = 300000 m

300000 m : 1500 m/min = 200 min = 3 h 20 min

El camién tarda 3 h 20 min.

:Pasas cantidades sexagesimales de forma compleja a
incompleja, y viceversa?
5 Realiza las siguientes transformaciones:

a) Pasa a segundos 1 h 24 min.

b) Pasa a horas y minutos 2,4 h.

:Resuelves problemas con nimeros decimales y con
cantidades sexagesimales?

6 Un video tiene una duracién de una hora y 59 minu-
tos. Si la proyeccién ha terminado a las 14 h 12 min,
¢a qué hora empez?

7 ;Cudnto tarda en recorrer 180 km un camén que cir-
cula a la velocidad de 80 km/h?

8 Un mayorista compra en una bodega una cuba con
15600 litros de vino a 0,60 €//. Lo envasa en bote-
llas de 0,75 /y lo vende a un supermercado a 1,20 €
la botella.

a) ;Cudntas botellas llena?

b) ;Cudnto recibe por la venta de las botellas?
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3Las

fracciones

El origen de las fracciones es muy antiguo: babilo-
nios, egipcios, griegos, chinos e indios las manejaban
hace miles de afos.

Las fracciones de los babilonios eran sexagesimales:
solo utilizaban como denominadores el nimero 60 y

sus potencias. Por ejemplo, para % ponian 4—5

60

Los egipcios usaban, exclusivamente, fracciones uni-
tarias (con numerador uno). Por ejemplo, para escri-
. , 11
bir 3. ponfan — + —.

5 2 10
Eso hacia los cdlculos sumamente engorrosos y les
obligaba a valerse de complicadas tablas para efectuar
operaciones.

Los antiguos griegos, inicialmente, continuaron la
tradicién egipcia, aunque mds adelante pasaron a
utilizar las fracciones ordinarias, que llegaron a ma-
nejar con gran soltura. Pero se empenaban en dar el
resultado de los problemas como suma de fracciones
unitarias. Y este extrafio tratamiento mixto se exten-
dié hasta la Europa del siglo xi11.

Los chinos, sin embargo, ya en el siglo v manejaban
con toda destreza las fracciones ordinarias. Como
curiosidad, diremos que llamaban Aijo al numerador
y madpre al denominador.

Los drabes, en su época de expansién y esplendor,
también tuvieron grandes matemdticos en cuyos
tratados aparecen las fracciones. Asi, el nombre de
fraccién viene de la traduccién (siglo x11) de La Arit-
mética de Al-Jwarizmi. La palabra drabe al-kasr, que
significa quebrar, romper (se referia al quebrado o
fraccién de la unidad), se tradujo al latin por fractio.

DEBERAS RECORDAR

M Una fraccién es una parte de la unidad.

M Una fraccién es una divisién indicada.

M Una fraccién es un operador que acttia sobre un
numero y lo transforma.

M Diferentes fracciones pueden expresar el mismo
valor.

B Cémo se calcula el minimo comin multiplo de
dos nimeros.

..L'-‘_._

e

7 .ﬂ;.p.h!"; . .'-a nill




Recuerda

:Cémo reconocer fracciones equi-
valentes?
a_c

Z=gﬁﬂ'd:b'f

En las fracciones equivalentes, los
productos de los términos cruzados
son iguales.

26

-—=—-H 2.15=6-5
e

Actividades

1 Escribe tres fracciones equivalentes a:

2 6
< s
a)3 )8

2 Divide, expresa en forma decimal y comprueba que

las fracciones l, 2 y =
4 8712

3 Escribe una fraccién equivalente a 14—2 que tenga por

denominador 15.

son equivalentes.

Fracciones equivalentes

Dos fracciones son equivalentes cuando expresan la misma porcién de unidad.

2 _4
5 10

Dos fracciones equivalentes tienen el mismo valor numérico.

2_9.5-.04 A _4.10-04

5 10
0 04 1 0 0,4 1
<«2/5—> <«—4/10—>

Il Propiedad fundamental de las fracciones

Si se multiplican los dos miembros de una fraccién por el mismo nimero, se
obtiene una fraccién equivalente:

a-n

a
b b-n

2 2[2] 4 2 _

5°52]7 10 5

Il Simplificacion de fracciones

Como consecuencia de la propiedad anterior, podemos afirmar:

Si se dividen los dos términos de una fraccién por el mismo nimero, se obtie-
ne una fraccion equivalente:

a_an

b b:n

Esta transformacién recibe el nombre de simplificacién de fracciones.

Una fraccién que no se puede simplificar se llama irreducible.

12 12:2 6 6:3 2 .
Lot 2 o 2 = Y -2 ¢35 FRACCION IRREDUCIBLE
30 30:2 15 15:3 5

4 Simplifica.
5 12 12 15
5o Y2 Y32 9%

5 Obtén en cada caso la fraccién irreducible:

15 30 25
6 Calcula, en cada igualdad, el término desconocido:
a)ﬁzl_o b)ﬁzﬁ C)Lzﬁ
20 x x 9 21 28
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Recuerda

Para obtener el minimo comtn mul-
tiplo de varios nimeros:

* Se descomponen en factores pri-
mos.

* Se toman los factores primos co-
munes y los no comunes, con el
mayor exponente.

Actividades
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1 Reduce a comin denominador, poniendo como de-

Reduccion de fracciones a comun denominador

Comparar, sumar y restar fracciones es muy sencillo cuando todas tienen el mis-
mo denominador. Por eso, cuando no lo tienen, las sustituimos por otras equi-

valentes con igual denominador.

Analiza el proceso que se ha de seguir en el ejemplo que viene a continuacién.

¥ EJEMPLO

Vamos a ordenar de menor a mayor las fracciones 7,15

13 11
12° 30 7 20°

* Elegimos como denominador comtn el minimo comin mdltiplo de los de-

nominadores:
12=22.3
30=2-3-5
20=2%.5

— min.c.m. (12, 30,20)=2%.3.5=60

* En cada fraccién, multiplicamos numerador y denominador por el mismo
ndmero, el adecuado para obtener 60 en el denominador:

60:12=5 — L -
12

60:30=2 — 13 _
30

60:20=3 — L.
20

Ahora, ya podemos ordenar las fracciones:

7-5 _35]
12-5 60
13-2 _26
30-2 60
11-3 _33
20-3 60 |

60 60 60
| S —

|

—
1B 17

30 20 12

Para reducir fracciones a comtin denominador:

* Se calcula el minimo comtin mdltiplo de los denominadores.

* Se multiplican los dos miembros de cada fraccién por el nimero que resulta
de dividir el minimo coman multiplo entre el denominador correspondiente.

nominador comun el que se indica en cada caso.

de fracciones:

a) %, %,é — Denominador comun: 8 a) %,%

b) %, %, % — Denominador comun: 18 0 %, %, %

9) %, %, % — Denominador comdn: 36 e) %, %’ %
d) %, %, 13—0 — Denominador comdn: 20 g) 1_15, %, 3%

2 Reduce a comin denominador los siguientes grupos

b2, 2

39
e
W335 %




Recuerda
12=2%.3
8=23
6=2-3

min.c.m. (12,8,6) =23.3 =24

Fracciones opuestas

* Dos fracciones son opuestas cuan-
do su suma es cero.

.y a .
* Toda fraccién — tiene una opues-

—a . a
ta, — (o bien —):

b —b
a —a_
z + 7 = 0
EJEMPLO

_3

5

3 N Formas de -3

5 la opuesta | 5

3

-5

* Para sumar o restar fracciones, las reducimos previamente a comtn deno-

Suma y resta de fracciones

minador.

* Si alguno de los sumandos es un nimero entero, lo transformamos en una

., . . a
fraccién con denominador la unidad (a = T)

V¥V EJEMPLO
75,1 5 hinem. (12,8, 6) = 24
12 8 6
(24:12=2) (24:8=3] (24:6=4)
l l l
7 . 5,1_7.2 _ 5. L L4
12 8 6 12-2 8.3 6-4
ﬁ_ﬁ i 14+4—15_i_
24 24 24 24 24

Bl Sumas, restas y paréntesis

El manejo de los paréntesis en las sumas y las restas de fracciones sigue las mis-

mas reglas que en los nimeros enteros.

* Si se suprime un paréntesis precedido del signo mds, los signos interiores no

varian:

+£+£_ﬁ = e db —
b d n) b d

* Si se suprime un paréntesis precedido del signo menos, los signos interiores se

a c

transforman; mds en menos y menos en mds:

|2, _m__4_
b d n b

V EJEMPLO

c

m
n

* Resolucién suprimiendo previamente los paréntesis:

(z

3 12 4
24 16 13 9

_é)_(ﬁ_L

6) 1 3

12 12 12 12 12 12

1) 2 4 13
— ===+

* Resolucién operando dentro de los paréntesis:

(z

_4) (1.3
3) \12 7 4

6 8 ©

{543

2

1

2 _33-31_2

—
[\

9
12

m

AR

2
12

>=
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Actividades

1 Escribe la fraccién opuesta de: 8 Calcula.
5 -2 4
a) = b)— o) — 5_ 7,1
3 3 =5 Ve 123
2 Copia y completa en tu cuaderno. b) 3 4 3
10 5 4
a)g—izO b)%+%=0 6
7 D C) 1 —7+%
1 1 S -5
9L+L_o H2-=2_0
60 5O N
=+ —=—2
3 Calcula mentalmente. 5 7
a) 1+ % b)1 —% )2+ % 9 Calcula y simplifica los resultados.
1 1 1 4.5 7
d)l+§ e)l—g f)2+g :1)9+6 5
3.1 3,1 p3_1 3 227
8772 W72 D73 bZ-5+35
4 Calcula. ) 5_1_1
3 5 17 13 6 10 5
a)1—7 b)2—4 c)? 3 d)ﬁ_ d)ﬁ_i_i
12 8 6
5 Opera.
1.2 3_1 5_5 10 Opera y compara los resultados.
a)4+3 b)5 Z c)6 9 peray p
2 1
1.5 3 1 9 1 D2-2,1
1.5 3 1 n2 1
D716 AT VAl 5 2
2 1
. I
6 Opera y simplifica. b) 3 2)
7 7 1 3 2 11
a) =+ b)=+—= ) = —— 3_1_1
6 12 510 7 144 c)5 % 10
1 1 7 3 7
11 7 _3 n/l _4
D512 995 "0 )30 15 H3_(L_L
5 4 10
7 Calcula, reduciendo al comdn denominador que se
indica. 11 Quita paréntesis y calcula.
al)l—l+é — Denominador comdn: 30
2 3 5 )1— (l + 2)
4 3
b)l+l+l — Denominador comun: 8
2 48 by 3 (1 2)
_+ _———
c)i—é—é — Denominador comtn: 36 5 16 3
6 9 4
1 1 9] S N (R
d)1 +§_§ — Denominador comdn: 6 2 3 5 6
e)%—%—% — Denominador comun: 45 d)(l —%) - (%—%)




Fracciones inversas

Multiplicacién y div

e Dos fracciones son inversas cuan-
do su producto es la unidad.

e Toda fraccién distinta de cero tie-
ne inversa:

Inversa de % — 4
b a
a b_ab -1
b a b-a
Recuerda

PRIORIDAD DE LAS OPERACIONES
— Primero, los paréntesis.

— Después, las multiplicaciones y las
divisiones.

— Por dltimo, las sumas y las restas.

N
7_3.5
8 8 6

N
zZ_15_9
8 48 16

[ LV ¢

ision de fracciones

Bl Multiplicacion

Observa e interpreta los siguientes graficos:

La forma de llegar a los mismos resultados, sin ayuda de los gréficos, serfa:

1/5
1/5
1/5

3.

1.3
55

3/4

vs N |

3
20

3.
4

\hlr—l

1.3 1_3-1_3

5 15 1.5 5
3.1 3

5 20

3

3.1_3
4 .

1
5 4

Para multiplicar fracciones:

B Division

Recuerda las relaciones entre la multiplicacién y la divisién de enteros.

__a-c¢ <> Se multiplican los numeradores.
b-d & Se multiplican los denominadores.

Estas relaciones se han de mantener con las fracciones.

§.5-40 5 J40:8=5
40:5=8
8 .4_2
4.2_8 155 3
5 3 15 8 .2 4
15°3 5
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En la prictica, para obtener esos resultados al dividir dos fracciones, se multiplica
la primera por la inversa de la segunda o, lo que es lo mismo, se multiplican los
términos cruzados.

8 .4_8 5_40_2
15°5 15 4 60 3
8.2 8 3 24 4
15°3 15 2 30 5

% = ‘2' d <> Se multiplican los términos cruzados.
7 4
¥ EJEMPLOS
8.4_8.5 40 2
15°5 15-4 60 3
2.6.2.6.21_ 2 1
5731 5.6 30 15
Actividades
1 Multiplica. 5 Ejercicio resuelto
92+ b2 -5 9N -2 y2.(3_1\_2 9-4_2 5 _10_1
> > 50473)75 12 512760 6
d)%.i e)é.@ f)(_l).l b)%.é_lzi_l:i_l:9_10:i
3 > 7 5] 2 5473 20 3 10 3 30 30
2 Multiplica y reduce como en el ejemplo.
L2 2.10_20_, 6 Calcula y compara los resultados de izquierda y de-
5 10=5-7T =%~ recha.
1 2 3 2.2 3
5 (2 3
OESE 0F-1)  Dlglcw Py 5-%)
)15 1 2
3 Multiplica y obtén la fraccién irreducible. 4 '3 3
2.9 ). 3.7 15 (1 2
V92 VS 993 d)z'g‘g)
4 15 4 10 7 18
d)—=.—= == )(-Z<]-|—== 7 Opera.
)53 93 ( 3 )( 9) ( 35) per
2) 3_1) .9
4 Divide estas fracciones: 4 5
1 3 3.8 3 1
4:— b)=:2 —:= b)[Z-=]:
Vi3 )5 957 )<5 4) 7
1 3 8.3 2 (2 1 3 (4 1
d)=:4 2:= fl=—2:= o= [=-= d)—=—:|=-=
3 92:3 )75 )7 (3 6) )20 (7 3)




Problemas aritméticos con numeros fraccionarios

E| TERN.HNAN:. 825 |E

W
MELONES

SANDIAS
S

Se presenta una serie de problemas tipo, resueltos, cuya comprensién te facilita-
rd el camino para resolver, por analogia, muchas situaciones con fracciones.

B Fraccion de una cantidad

PROBLEMA 1: CALCULO DE LA FRACCION

En un maraton han tomado la salida 1155 participantes, pero durante la prueba
han abandonado 330. ;Qué fraccion del total de los inscritos ha llegado al final?

Fraccion que 330 .3 110 .5 22 .u 2
abandona 1155 3" 385 5 77 11" 7

Fraccién que } N ; 3

finaliza

2
7

NS

PROBLEMA 2: CALCULO DE LA PARTE (PROBLEMA DIRECTO)

En un maraton han tomado la salida 1155 participantes. Durante la prueba han
abandonado 2/7 de los corredores. ;Cudntos han llegado a la meta?

1155-2

N.° de abandonos — %de 1155 = =330

N.° de los que terminan — 1155 - 330 = 825

Il Suma y resta de fracciones
PROBLEMA 3: CALCULO DE LA FRACCION

Un hortelano siembra 2/5 de su huerta de melones y 1/3 de la huerta de sandias. ;Qué
parte del terreno queda atin libre?

/> Melones — %

2 1
O d Z =
PN 1 (573715715 15
> Sandias —>§

Libre — E—£=i

15 15 15

Solucién: AdGn quedan libres 14—5 del terreno.

PROBLEMA 4: CALCULO DE LA PARTE (PROBLEMA DIRECTO)

Un agricultor siembra 2/5 de su huerta de melones y 1/3 de sandias. Si la huerta tiene
3000 m?, ;qué superficie queda sin sembrar?

Sembrado—>g+l=£+i=£ Libre—)ﬁ_ﬁzi
5 3 15 15 15 15 15 15
Superficie libre — 14—5(163000:—30(1)2'4 = 800 m?
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Recuerda

Para calcular la fraccién de otra frac-
cién, se muldplican ambas fraccio-
nes:

1
de 3775

W o

1,2
3 75

EXTRACCION MANANA — ©
EXTRACCIONTARDE  — @

Bl Multiplicacion y division de fracciones

PROBLEMA 5: PRODUCTO

Un frasco de perfume tiene una capacidad de 3/20 de litro. ;Cudntos litros se necesi-
tan para llenar 30 frascos?

3 39.3:30_90 _9_8
20 20 20 2 2

1 4.1
2 2

Solucion: Para llenar 30 frascos, se necesitan cuatro litros y medio de perfume.

PROBLEMA 6: COCIENTE

Con un bidén que contiene cuatro litros y medio de perfume, se han llenado 30 frascos
iguales. ;Cudl es la capacidad de un frasco?

Cuatro litros y medio — 4 + 1.8

1 9
8,12

2 2 2 2
9

9

Capacidad de un frasco — =:30 = ) .3

30-2 60 20

PROBLEMA 7: COCIENTE

Un frasco de perfume tiene una capacidad de 3/20 de litro. ;Cudntos frascos se llenan

con un bidén que contiene cuatro litros y medio?

Cuatro litros y medio — 4+l=2
2 2

9 3 9.20 180

2,2 220 230

220 3.2 6 5

Solucién: Con cuatro litros y medio se llenan 30 frascos.

I Fraccion de otra fraccion

PROBLEMA 8: CALCULO DE LA FRACCION

De un depdsito de riego que estaba lleno, se han extraido, por la manana, 2/3 de su
contenido y, por la rarde, 3/5 de lo que quedaba. ;Qué fraccion de depdsito queda al
final del dia?

1 2
Se han extraido =.
_ 3
Por la mafana

1
da—.
Que a3

Se han extraldo g de g

Por la tarde 2
dan = de = .= )

Q“anse ~ 537715

Solucién: Al final del dia quedan 12—5 del depésito.




PROBLEMA 9: CALCULO DE LA PARTE (PROBLEMA DIRECTO)

De un depdsito de riego de 90 000 litros que estaba lleno, se sacan, por la manana,
2/3 de su contenido y, por la tarde, 3/5 de lo que quedaba. ;Cudntos litros quedan
en el depdsito?

FRACCION FRACCION
EXTRAIDA RESTANTE Quedan i de 90000 /
15
~ 2 1
MANANA 3 3
2-90000

3l 241 2 =2 212000/

TARDE Sde3 Sdes_ 15 15

Solucién: Al final del dia quedan 12 000 litros en el depésito.

Actividades

Fraccidon de una cantidad

1 Roberto ha necesitado 100 pasos para avanzar 80
metros. ;Qué fraccién de metro recorre en cada paso?

2 Se ha volcado una caja que contenia 30 docenas de
huevosy se han roto 135. ;Qué fraccién ha quedado?

3 Se ha volcado una caja con 30 docenas de huevos
y se han roto tres octavas partes. ;Cudntos huevos
quedan?

Suma y resta de fracciones

4 Una familia dedica dos tercios de sus ingresos a
cubrir gastos de funcionamiento, ahorra la cuarta
parte del total y gasta el resto en ocio. ;Qué frac-
cién de los ingresos invierte en ocio?

5 En un congreso internacional, 3/8 de los delegados
son americanos; 2/5 son asidticos; 1/6, africanos, y
el resto, europeos. ;Qué fraccién de los delegados
ocupan los europeos?

6 Un confitero ha fabricado 20 kilos de caramelos de
los que 2/5 son de naranja; 3/10, de limén, y el res-
to, de fresa. ;Cudntos kilos de caramelos de fresa ha
fabricado?

Producto y division de fracciones

7 Roberto avanza 4 metros en 5 pasos. ;Qué fraccién
de metro avanza en cada paso? ;Y en 100 pasos?

8 ;Cuintos litros de aceite se necesitan para llenar
300 botellas de tres cuartos de litro?

9 ;Cuintas botellas de vino de tres cuartos de litro se
llenan con un depdsito de 1800 litros?

10 Un bote de suavizante tiene un tapén dosificador
con una capacidad de 3/40 de litro. ;Cudl es la ca-
pacidad del bote sabiendo que llena 30 tapones?

11 Un bote de suavizante de dos litros y cuarto propor-
ciona, mediante su tapén dosificador, 30 dosis para
lavado automitico. ;Qué fraccién de litro contiene
cada dosis?

Fraccion de otra fraccion

12 Un embalse estd lleno a principios de verano. En
julio pierde 3/7 de su contenido, y en agosto, 3/4
de lo que le quedaba. ;Qué fraccién conserva atn a
principios de septiembre?

13 Marta gasta 3/4 de sus ahorros en un viaje, y 2/3
del resto, en ropa. ;Qué fraccién de lo que tenia
ahorrado le queda?

14 Marta tenia ahorrados 1 800 euros, pero ha gastado
tres cuartas partes en un viaje y dos tercios de lo
que le quedaba en reponer su vestuario. ;Cudnto
dinero le queda?
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No lo olvides

No lo olvides

No lo olvides

No lo olvides

Potencias y fracciones

Las propiedades que estudiaste para las potencias de niimeros enteros se conser-
van con los nimeros fraccionarios. Estas propiedades se traducen en reglas de uso
préctico; pero no te limites a memorizarlas, si comprendes su justificacin, las
usards con mayor seguridad y eficacia.

Il Potencia de una fraccién

Para elevar una fraccién a una potencia, se elevan el numerador y el denomi-
nador a dicha potencia.

Il Potencia de un producto de fracciones
a eV _(a c| (a c)_ a & _[(a}t (c
b d b d) \b d] b 4> \b d
La potencia de un producto es igual al producto de las potencias de los factores.
- SV (3P (5. 3P (P (1YL
Por ejemplo: (6) (5) _<6 . 5) _<30) =\3) =3
Il Potencia de un cociente de fracciones
£'£3= 4-613:43-6{3:4_3'6_3: £3. £3
b d b-c b.cd BB \b) \d

La potencia de un cociente es igual al cociente de las potencias del dividendo
y del divisor.

, 3V (6\: [3 6\2 [15\ [1\ 1
Por ejemplo: (E) (g) —(Eg) _(%) _(Z) “1¢
Il Producto de potencias de la misma base

a2Vl (a\2 B 2 P a5<—(5=3+2)
(7) (Z) _ﬁ'?_?_(z)

Para multiplicar dos potencias de la misma base, se suman los exponentes.

P . ! 2 3 2 4 2 3+4 2 7
or CJCmP (o (g) . (;) = (;) = (3)




Il Cociente de potencias de la misma base

a2V (a 4 4 ﬂ4 ﬂ7-b4 2> a 3« (3=7-4)
445455540

No lo olvides

(a )” ] (a )m ~ (a )” -m Para dividir dos potencias de la misma base, se restan los exponentes.

V EJEMPLO

Bl Potencias de exponente cero (a%)

0

En principio, la expresién 4" no tendria sentido; pero a esa combinacién de

signos le vamos a dar un significado dentro del lenguaje matemadtico:

° . ’, . . 3
El cociente de dos niimeros iguales es iguala _, 5°
la unidad. 5% 501
* Para dividir dos potencias de igual base, res- _ 5% 53-3 _ 50
tamos los exponentes. 53
Y de la misma forma:
3 3
a1 .(2) 21
b b a\' )
(a3 (33 (0] \e) T
(8] (5] -5 -(5)
No lo olvides
O ( a )O _1 La potencia de exponente cero vale siempre uno (para cualquier base distinta
b de cero).
Il Potencia de otra potencia
423 423 2 2 2 4 a\0(6=2-3)
No lo olvides [(Z) } :[ﬁ] :ﬁ'ﬁ'ﬁ:ﬁ:(Z)
1=
b b Para elevar una potencia a otra potencia, se multiplican los exponentes.

V EJEMPLO

5] -GS -
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Il Numeros y potencias de base 10

Ya conoces la descomposicién polinémica de un nimero entero segin las suce-

sivas potencias de base diez.

2458=2.10°+4-10%+5-10' +8.10°

Esto nos proporciona un método para expresar con comodidad nimeros de mu-

chas cifras.

Ejercicios resueltos

Expresar como potencia de base 10 los siguientes niimeros:

a) Un millén de billones.

1000000000000 000000 = 10'8

Reflexiona b) La distancia media de la Tierra al Sol es 149 598 000 km.
52463000000000 = 52 - 1012 149598 000 = 150 000 000 = 150 - 1000000
g?ua.l df las dos formas te parece mds Distancia media de la Tierra al Sol = 150 - 10° km = 1,5 - 108 km
erectivas
Actividades
1 Calcula. 5 Reduce.

B R o ol

2 Calcula, como en el ejemplo, por el camino mds corto.

54 15

12° )8 ) S5t

43 45 104

2 (1 43 .(3 2 (_ 1
d)5 (15) e) (—4) (4> £) 10 ( 15)

3 Reduce.

x6 z4 x7 .xlo d3 . 47

Ve Y 9T Vs

4 Reduce a una sola potencia.

o] S

6 Calcula.
a) 20 b) 5° o) 10° d)(—4)°

7 Escribe la descomposicién polinémica de:
a) 72,605
b) 658,32

8 Expresa con todas sus cifras.
a) 5-10°
b) 34 - 107

9 Expresa en forma abreviada que:

Un afio luz equivale a 9460 800 000 000 km.




Actividades
1 Expresa en forma decimal.
1 2
2 7
2 17
’5 O7i6
2 Expresa en forma de fraccion.
a) 0,5 b) 0)8
o 1,6 d)0,04
e) 1,35 £) 0,325

Fracciones y numeros decimales

Las notaciones fraccionaria y decimal son formas numéricas y, como verds aho-
ra, muchas cantidades se pueden expresar tanto en la una como en la otra.

Il Paso de fraccion a decimal

Ya sabes que una fraccién es una divisién indicada cuyo resultado es un decimal
exacto o un decimal periédico.

3 5 > 5 2
==3:5=0,6 Z=5:3=1,6 ~—=5:6=0,83
3 6
DECIMAL DECIMAL DECIMAL
EXACTO PERIODICO PURO PERIODICO MIXTO

Toda fraccién se puede pasar a forma decimal. Para ello, se divide el numerador
entre el denominador. Sin embargo, lo contrario no es cierto: solo se pueden
pasar a fraccién los decimales exactos y los periddicos.

B Decimal exacto. Paso a fraccion

Un decimal exacto se transforma en fraccién quitdndole la coma y dividiéndolo
por la unidad seguida de tantos ceros como cifras decimales se hayan suprimido.

¥ EJEMPLOS
7
0,7 =
7 10
_125 5
1,25 = 100~ 4
875 _ 7
0,875 =52 _ 7
7 1000 8
3 Tantea, prueba y resuelve:
a) Comprueba con la calculadora.
1
—=1:9=0,11111...
9
2.
5= 9=0,22222...
3_3.
9 3:9=0,33333...
b) Busca la fraccién generatriz de:
0,44444... 0,55555... 1,55555...
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Ejercicios

Aplicacion de conceptos

1 VUV La grifica informa sobre los deportes preferi-
dos en una clase de 30 estudiantes de segundo de
ESO.

[l Fucbol

|:| Baloncesto
[ ] Voleibol
[] Adetismo
[] [ Natacién
N = ] Danza

¢Qué fraccién de la clase. ..

a) ... practica fitbol?
b) ... practica baloncesto?
c) ... no practica baloncesto?

d) ... no practica ni futbol, ni baloncesto?
2 VYV Calcula mentalmente.

2 1 3
a)gde 60 b)ﬁ de 90 C)Zde 120

d)%de 35 e)%delS f)%de 100

3 vV ;Cudntos gramos son?

3 . 3 . 7 .
a) % de kilo b) 5 de kilo ) 20 de kilo

4 vVV ;Cudntos minutos son?

5 3 4
a) C de hora b) T de hora ) 5 de hora

5 YUV ;Qué fracciéon de hora son?

a) 5 minutos b) 24 minutos  ¢) 360 segundos
Fracciones y decimales
6 vVV Expresa en forma decimal.
a) z b) 27 SpEA
2 50 125
7 4 5
s 95 O

oroblemas

Consolida lo aprendido utilizando tus competencias

7 VYV Pasa a forma fraccionaria.
a) 1,1 b)0,13
d)0,8 e) 1,8

c) 0,008

Equivalencia de fracciones

8 VVV Escribe:

a) Una fraccién equivalente a 4/10 que tenga por
numerador 6.

b) Una fraccién equivalente a 15/45 que tenga por
denominador 12.

¢) Una fraccién que sea equivalente a 35/45 y ten-
ga por numerador 91.

9 YVV Estos dos trozos de tela son igual de grandes:

¢Cudl de los dos tiene una porcién mayor de verde?

Explica la transformacién que propone este grafico
para resolver la pregunta:

............................................

............................................

10 vVV Calcula x en cada caso:

6 _15 21 x
T b7 =33

13_11 x_ 91
9 " 99 D2 =169

11 vVV Reduce a comin denominador.

53 7 111 2
> T o T b e
Ve 1z )
12 vVV Ordena de menor a mayor.
2) 250,655 L5 1,1

10 2°5

13 VvV Continda en tres términos cada serie.




E'Iercicios x = roblemas
Consolida lo aprendido utilizando tus competencias

Suma y resta de fracciones 20 VvV Simplifica.
3 (1P 3.(1) A
14 vV Calcula mentalmente. a) x7 - (;) b)x (;) ) (Z) b
1 1 1 1
1L pl__L 1.1 3 7 3 3
V1-15 T, I1+3 d) (%) P Q@) (l) f) (Lz) : (%)
1 1 1 1 1 1 ‘ ¢ “
d)=—-= e)——— £)=—+—=
3.6 4 8 48 21 vV Escribe con todas sus cifras estas cantidades:
15 vVV Calcula y simplifica. a) 37107 b)64 - 101! ©)3,5-10%
1 1 1 1 1 2 .
a) 5735 + 10 )g + S 15 22 VYV Expresa en forma abreviada como se ha he-
cho en el ejemplo.
1 5 1 pi_,,3_5
Ve 9t )3-2+5-¢ 5300000000 = 53 - 108
a) 8400000
16 VvV Opera. b) 61000 000 000
3 3 5
22 (1+ 5) b)(l 4) (2 4)
Interpreta, describe, exprésate
MU'tIpllCaClén y division 23 vV Aqui tienes la resolucién que han presentado
de fracciones David y Olga al siguiente problema:
17 vV Calcula y simplifica. Una empresa de coches usados recibe un lote de 180
vehiculos. El primer mes vende las tres cuartas par-
a) 3. 14 b)g 4 19) 7. 4 tes. El siguiente mes coloca la quinta parte del lote.
7 > 2 (7 sCudntos coches le quedan atin por vender?
H3 . D 92, pat. 2
11° 11 3 20 15°5 Solucién de David
3/4de 180 = (180:4) - 3 =135
Operaciones combinadas 1/5de 180 = 180 : 5 = 36 ,
135+ 36 = 171 §
18 vVV Opera y reduce. g
180-171=9 s
W ey
7 5 4 8 Solucién de Olga £
2 3 2 3 1).(1.2 3,1 _15+4 19 :
=303 oG- N
20 19 1
20 20 20 )
Potencias y fracciones 1/20 de 180 = 180:20 = 9 f
=
19 V¥V Reduce a una potencia tnica. Ambos se han limitado a realizar las operaciones 3
sin explicar el proceso. Hazlo td, indicando el sig- S
AL - a* ba- - 2 . . . z
nificado de cada operacién y el resultado obtenido s
Qx> x3 en cada caso. %
©
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Resuelve problemas

24 vV Un barco lleva recorridas las tres décimas par-
tes de un viaje de 1700 millas. ;Cudntas millas le
faltan todavia por recorrer?

25 VYVV Por tres cuartos de kilo de cerezas hemos pa-
gado 1,80 €. ;A cémo estd el kilo?

26 VVV Durante un apagén de luz, se consumen tres
décimas partes de una vela de cera. Si el cabo restan-
te mide 21 c¢m, ;cudl era la longitud total de la vela?

27 vVV La tercera parte de los 240 viajeros que ocu-
pan un avidn son europeos, y 2/5, africanos. El res-
to son americanos.

¢Cudntos americanos viajan en el avién?

28 vVV Bernardo tiene 1500 € en su cuenta y gasta
2/5 en una cadena musical y la cuarta parte de lo que
le queda en una coleccién de discos.

sQué fraccién le queda del dinero que tenfa? ;Cudn-
to le queda?

29 vVV Un granjero tiene a finales de mayo unas re-
servas de 2800 kg de pienso para alimentar a su
ganado. En junio gasta 3/7 de sus existencias, y en
julio, 3/4 de lo que le quedaba.

:Cudntos kilos de pienso tiene a primeros de agos-
to?

30 vVvV Un frasco de perfume tiene una capacidad de
1/20 de litro. ;Cudntos frascos se pueden llenar
con un bidén que contiene tres litros y medio?

31 YVV Una empresa comercializa jabén liquido en
envases de pldstico con una capacidad de 3/5 de li-
tro.

:Cudntos litros de jabdén se necesitan para llenar
100 envases?

32 VvV La abuela ha hecho dos kilos y cuarto de mer-
melada y con ella ha llenado seis tarros iguales.

¢Qué fraccién de kilo contiene cada tarro?

33 vVV Dos problemas similares.

a) De un tambor de detergente de 5 kg se han con-
sumido 3 kg. ;Qué fraccién queda del contenido
original?

b) De un tambor de detergente de 5 kg se han con-
sumidos dos kilos y tres cuartos. ;Qué fraccién
queda del contenido original?

Problemas “+”

34 VYVV Maria recoge en su huerta una cesta de man-
zanas. De vuelta a casa, se encuentra a su amiga Sa-
ray le da la mitad de la cesta mds media manzana.
Después, pasa a visitar a su tia Rosa y le da la mitad
de las manzanas que le quedaban mds media man-
zana. Por Gltimo, se encuentra con su amigo Fran-
cisco y vuelve a hacer lo mismo: le da la mitad mds
media.

Entonces se da cuenta de que tiene que volver a la
huerta porque se ha quedado sin nada.

¢Cudntas manzanas cogié, teniendo en cuenta que
en ningin momento partié ninguna?

w5 Recorre el problema al revés.

HABIA SE LLEVA QUEDA
SARA — -
ROSA ? - 4 - 1
rraNcCIsCO | D) | — Lili)
212
1 1

35 VYV En el baile, tres cuartas partes de los hombres
estin bailando con tres quintas partes de las mujeres.
sQué fraccién de los asistentes no estd bailando?




Ejercicios

36 VVY Inventa un problema para cada uno de estos
gréficos.

a)

AA

5 kgl

< <€ <€ = AA
< < <€ =|AA
< < < =|AA

Autoevaluacion

:Conoces y aplicas los conceptos de fraccién?

1 Expresa en forma decimal.

2 3 b)
2 Calcula.
a) ide 45 b)i de 20
b) 2

:Conoces y aplicas el concepto de equivalencia de
fracciones?

3 Simplifica.

50 27 210

20 b2 210

2) 75 )% “ 180
4 Reduce a comtn denominador las fracciones %, %

11
T
:Conoces y aplicas algoritmos para sumar, restar,
multiplicar y dividir fracciones?

5 Calcula.
02,11 w37, 11
3 6 9 9 12 18
6 Calcula.
2 1 2 1 2 2
o — Ss= = 2.4
)35 b3 936 I3

roblemas

b)

:Resuelves expresiones con niimeros fraccionarios y
operaciones combinadas?

7 Calcula.
11 1 3 1 1 2
a3 vE3) L3

sConoces y aplicas las propiedades de las potencias
C y apl | dades de 1 t
con ndmeros fraccionarios?

8 Calcula.

2\3 3\2.(3)

£ .6 b)=] =

5 (bR
:Diferencias los distintos tipos de problemas con
nimeros fraccionarios y los resuelves?

9 Un quiosco recibe de madrugada 225 revistas. Ven-
de por la mafana 1/3 del total, y, por la tarde, 2/5
también del total. ;Cudntas revistas le quedan al fi-
nalizar la jornada?

10 Un senor sale casa con 60 €. Gasta en un vestido 1/3
de su dinero, y, en el mercado, 2/5 de lo que le que-

daba.
a) ;Qué fraccién de dinero le queda?

b) ;Cuénto dinero le queda?
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4Proporciona|i-
dady porcentajes

El concepto de proporcionalidad nace a la vez que la
actividad humana y aparece en los vestigios de todas
las culturas, asociado inicialmente a problemas y a si-
tuaciones practicas:

— Una oveja por cinco gallinas; dos ovejas por diez
gallinas; ...

— Tres cdntaros llenan dos odres; seis cantaros llenan
cuatro. ..

En la antigua Grecia, los matemdticos reflexionaron
sobre la proporcionalidad analizando sus leyes y rela-
ciones. Es decir, empezaron a formalizar y a construir
un cuerpo tedrico, independiente de situaciones con-
cretas.

Bastante mds tarde, en el Renacimiento, el desarro-
llo del comercio, y por consiguiente de los bancos,
amplia sus demandas en el terreno del cdlculo y la
contabilidad. Esas necesidades dan un nuevo impul-
so a la proporcionalidad, concretdndose en el avance
de la matemdtica comercial. Porcentajes, descuentos,
deudas, plazos...

—Si te presto 100 doblones durante un mes, te co-
bro 106; si me pides doscientos durante un afo, te
cobro...

En la actualidad, la proporcionalidad resulta impres-
cindible en el desarrollo de cualquier ciencia aplicada,
y ti la encontrards al estudiar fisica, quimica, biolo-
gia, estadistica, etc. Y sobre todo, si te fijas, verds que
la utilizas, junto al cdlculo mental, en multitud de
situaciones cotidianas: comprar, distribuir, predecir,
especular, hacer recuentos, ...

DEBERAS RECORDAR

M Cémo se generan fracciones equivalentes a una

dada.
B Cémo se calcula la fraccién de una cantidad.
B Cémo se calcula el valor decimal de una fraccién.

M Hay magnitudes que no guardan relacién de pro-

porcionalidad.

Ufv#]
i
L5
L




MANUEL
100 kg

Para automatizar el calculo

LK) . 9@
o N
o _x L9 e
e o N
e _o L9 e
x @
x_® L9 e
o ©° °

Actividades

1 Elige la respuesta correcta en cada caso:

a) Larazén de 5y 15 es:

b) La razén de 24 y 36 es: %,

. . . 2
2 Escribe tres parejas de nimeros cuya razén sea 5

Razones y proporciones

Ahora, vas a aprender algunos términos nuevos que pertenecen al lenguaje de las
matemdticas, pero que te servirdn también para enriquecer tu lenguaje cotidiano.

/. .7 ﬂ . .
La razén de los nimeros @ y & esla fracciéon = (o su irreducible).

b

V¥ EJEMPLOS
3

¢ La razdn de los ndmeros 3 y 4 es .

4

* La razdn de los pesos de Rita y Manuel es 3 _,_pesopERITA _ 75 _3
4  pESO DE MANUEL 100 4

Una proporcién es la igualdad de dos razones: % = <

b d

v .4 _ ¢
Una proporcién se lee asi: — == — 2 esa b como ¢ esa d.

b d

Il Calculo del término desconocido de una proporcion

Una proporcidn estd formada por una pareja de fracciones equivalentes:

a_c d=b. 75 .3 . 4=100-
TG e ad=bc o0=7 © 75.4=1003
300 300

Esto nos permite calcular el término desconocido de una proporcién:

4_10 - 60=x-10 — x=@=6
x 15 10
Para calcular el término desconocido en una proporcién % = é, se aplica esta

propiedad de las fracciones equivalentes:
El producto de los extremos, 2 y d, es igual al de los medios, & y .
b-c

2_f S ax=b-c— x=

b «x

3 Calcula el término desconocido en cada proporcién:

112 )Ll-2 po 10 gx-3
2 3 3 3 x 9 3 7
2 15 x 14 _21 91 _x
5 9= 13 ) "33 D25

4 La razén de las edades de Rita y Manuel es 9/10. Si
Rita tiene 18 anos, jcudntos tiene Manuel?
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Ejemplo

A como sale el kilo?

GRAMOS | 100 | 300 | 1000
EUROS ? 4,2 ?
GRAMOS EUROS

300g — 42€

100g — 42:3=14€
1kg=1000g — 1,4-10=14 €

Un kilo de queso cuesta 14 €.

Actividades

1 Resuelve mentalmente.

a) Un grifo arroja 12 litros de agua en 3 minutos.

Magnitudes directamente proporcionales

En las magnitudes directamente proporcionales, multiplicando (dividiendo)
por el mismo nimero dos valores
correspondientes se obtiene otro
par de valores correspondientes.

MAGNITUDA | 2 [2-4|3-al| ... | ka
MAGNITUDB | &6 [2.6(3.b6| ... | kb

V EJEMPLO

Un corredor avanza a 3 m/s. La distancia recorrida segtin pasa el tiempo es:

o | Yo

TIEMPO (S) 1 2 3 6 e | 24
DISTANCIA (M) | 3 6 9 18 | ... | 72
: !

R

Il Resolucion de problemas: reduccion a la unidad

La propiedad anterior permite completar cualquier par de valores de la tabla a
partir de un par conocido. Atiende al método utilizado en el ejemplo (reduccién

a la unidad).

¥ EJEMPLO

Un corredor de medio fondo ha avanzado 18 metros en 6 segundos. Si va a veloci-
dad constante, ;qué distancia recorrerd en 20 segundos?

% 20) TIEMPO () DISTANCIA (m)
{@T 6s — 18m

TIEMPO (S) 1 6 20 ls —> 18:6=3m
DISTANCIA (m) | ? 18 ? 20s —> 3.20=60m

Método de reduccién a la unidad
* Consiste en calcular, primero, el valor asociado a la
unidad en la tabla de valores correspondientes.
* Conociendo ese dato, no hay dificultad en completar
cualquier otro par de valores correspondientes.

2 ;Cudnto pagaré por 300 gramos de un salmén ahu-
mado que se vende a 16 € el kilo?

¢:Cudntos litros arroja en 5 minutos?

b) Tres cajas de chinchetas pesan 150 gramos. ;Cudn- 3 Por dejar el coche en un aparcamiento durante 4 ho-

to pesan 10 cajas?

ras, ayer pagué 5 €. ;Cudnto pagaré hoy por 7 horas?




10 minutos

2?litros

Il Otras relaciones en las tablas
de proporcionalidad directa

En una tabla de proporcionalidad directa, con dos pares cualesquiera de valores
correspondientes se construyen dos fracciones equivalentes; es decir, una pro-
porcién.

V¥ EJEMPLO

Una fuente arroja 1,5 litros de agua por minuto:

MINUTOS 1 2 3 4 5
LITROS | 1,5 3 4.5 6 7,5

Elegimos dos pares cualesquiera:

MINUTOS | ... 3 5
520 6 3.75-5.45
UtROS | ... | 45 | ... | 7.5 45 7,5 D
22,5 22,5
L .« . b., d ~b- 7. 3 _ 4,5
a proporcién anterior también se puede escribir asi: S s

Comprueba que ocurre lo mismo para cualquier par de columnas de la tabla.

En una tabla de proporcionalidad directa, dos pares de valores correspondien-
tes forman una proporcidn.

Il Resolucion de problemas: regla de tres

Basdndonos en lo anterior y en el cdlculo del término desconocido de una pro-
porcién, obtenemos un método cémodo para resolver problemas de proporcio-

nalidad: /a regla de tres.

V¥ EJEMPLO

Una fuente ha llenado un bidon de 6 litros en 4 minutos. ;Cudntos litros de agua
arrojard en 10 minutos?

LITROS MINUTOS PROPORCION
6 —— 4 VS E (U
x —> 10 x 10 4

Solucion: En 10 minutos arroja 15 litros.

Regla de tres MAGNITUD A MAGNITUD B
* Se ordenan los datos y la incégnita. a > b
¢c —— d

* Se construye la proporcién con los térmi- N b

nos en el orden en que aparecen. c d
e Se calcula el término desconocido de la N o0

. 57
proporcion. [ ]
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UNIDAD,

4

Problemas resueltos

1. Un avidén, que vuela a velocidad constante, ha recorrido 91 millas en
35 minutos. Si sigue a la misma velocidad, ;qué distancia recorrerd en
los préximos 20 minutos?

La proporcion es:

TIEMPO (min) DISTANCIA (millas)

35 — 91
20 —— x

35_91 2091 o,
20 «x 35

Solucion: En 20 minutos recorrera 52 millas.

2.Un avién, que viaja a la velocidad constante, ha tardado 35 minutos
en recorrer 91 millas. Si sigue a la misma velocidad, ;cuanto tiempo
tardard en recorrer las 52 millas que le faltan para llegar a su destino?

La proporcion es:

DISTANCIA (millas) TIEMPO (min)

91 —> 35
52  — x

9135 3552,

52 «x 91

Solucién: Tardard 20 minutos en recorrer las 52 millas que le faltan.

Actividades

4 Una mdquina embotelladora llena 750 botellas en un
cuarto de hora.
¢:Cudnto tardard en llenar 1 000 botellas?

5 En un taller de confeccién se han necesitado siete
metros y medio de tela para confeccionar 6 camisas.
¢Cudntos metros de tela se necesitardn para cubrir un
pedido de ochenta camisas?

6 Un granjero ha gastado 260 € en 325 dosis de vacu-
na para su ganado.

¢Cudnto debe gastar atn si necesita adquirir 180 do-
sis mds?

7 En un colegio que tiene 480 alumnos, tres de cada

diez han tenido gripe.
;Cudntos alumnos han padecido esa enfermedad?
8 De la vendimia de las 10 primeras parras de una
vifia se han obtenido 125 kilos de uva.
¢Qué cosecha cabe esperar de toda la vina, que tie-
ne 362 parras?
9 ;Cudnto costard un trozo de queso de 465 gramos
si el queso se vende a 13,5 euros el kilo?

(Redondea el resultado a los céntimos).



Magnitudes inversamente proporcionales

Recuerda que en las magnitudes inversamente proporcionales, si se aumenta un
valor de una de ellas al doble, al triple, etc., el correspondiente valor de la otra
disminuye a la mitad, a la tercera parte, etc.

¥V EJEMPLO

Dos trabajadores descargan un camidén en seis horas. Veamos cémo varia el
tiempo de descarga al variar el nimero de trabajadores.

Nosotros dos tardamos 6 h. Yo, solo,6-2=12h Entre los tres, 12:3=4h Los 12 tardamos 1 hora.

e ]

N.° DE TRABAJADORES 1 2 3 4 6 12
TIEMPO DE DESCARGA (h) | 12 6 4 3 2 1
2 2

En las magnitudes inversamente proporcionales, si se multiplica (o divide)
uno de los valores de una magnitud por un
numero, el valor correspondiente de la otra | MAGNITUD A | 4
magnitud queda dividido (o multiplicado) | magnTuDB | 4 | 6:3 4.5
por dicho niimero.

Il Resolucion de problemas: reduccion a la unidad

Tenemos alimento para 10 dias. Aplicaremos el método que ya conocemos (buscar el valor asociado a la unidad),

teniendo en cuenta lo que hemos visto mds arriba.

¥ EJEMPLO
Un granjero tiene alfalfa en el almacén para alimentar a sus 3 vacas durante 10
Para mf sola, duraria el triple: dias. ;Cudnto le duraria el forraje si tuviera 5 vacas?
10 - 3 = 30 dias
;@—‘ N.° DE VACAS ~ DURACION ALIMENTO
Pl ° ., 1 Y |'“|. 7
a0 ey i 1T o 3 —— 10dias
H”&E ,".-.’d:'_‘.-ﬂ_,‘f-‘-!gig “-'ﬂ N.° DE VACAS | 1 3 5 ,
e ey g, DIAS : 10 | 2 1 ——— 10-3=30dias

A las cinco nos durarfa menos: L@J 5 ——— 30:5=06dias
30:5 =6 dias
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Il Proporciones en las tablas
de proporcionalidad inversa

Volviendo al ejemplo de la pdgina anterior, observa que el producto de dos valo-
res correspondientes es siempre el mismo:

1

3

4 & 1.1222.6-3-4-4.3= ..

12

Esto nos permite construir proporciones a partir de dos pares de valores, pero
ordenando los elementos de distinta forma que en la proporcionalidad directa.

TRABAJADORES

3

HORAS

I

_3. 2_3 bien 2-
4 - 2.6=3.4 > Z 6,ob1en 3

Il Resolucion de problemas: regla de tres inversa

Ten en cuenta

MAGNITUD A MAGNITUD B

Aplicaremos la regla de tres, pero para construir la proporcién invertiremos la
raz6n de los valores en una de las magnitudes.

a — b
; . N ¥ EJEMPLO
P . . b Un ciclista, a 20 km/h, tarda 30 minutos en ir de un pueblo a la aldea vecina.
i bien 7 x ;Cudnto tardard un motorista, a 50 km/h?
Se invierte el orden en los elementos VELOCIDAD  TIEMPO (min) PROPORCION
de una de las magnitudes. 20 30 20 x 50 30
— == =", obien =— ==
50 —— x 50 30 20 «x
Solucion: x = 2239 _ 12 minutos

Actividades

1 Completa en tu cuaderno estas tablas:

MAGNITUD A | 1 2 3 4 10
30 | 15 6 5

MAGNITUD B

MAGNITUD H 1 2 3 4 6 8
MAGNITUD N 16 | 12 4

2 Construye tres proporciones diferentes con los valo-
res de esta tabla de proporcionalidad inversa:

MAGNITUD A | 1 2 4 5
40 | 20 10 8

MAGNITUD B

3 Un coche, a 80 km/h, tarda 2 h en llegar a Barcelo-
na. ;Cudnto tardarfa un camién, a 40 km/h? ;Y un

bélido, a 160 km/h?

4 Tres operarios limpian un parque en 7 horas. ;Cudn-
to tardarfan en hacer el mismo trabajo 7 operarios?

5 Un conducto de agua, con un caudal de 3 litros por
segundo, tarda 20 minutos en llenar un depésito.
a) ;Cudnto tardarfa con un caudal de 2 litros por se-
gundo?
b) ;Y si fuera de 10 litros por segundo?

6 Un tractor ara un campo en 15 horas.
a) ;Cudnto tardarfan dos tractores?
b) ;Y tres tractores?
¢) ;Y cuatro tractores?

7 Cuatro trabajadores descargan un camidn en 3 horas.
a) ;Cudnto tardarfan 8 trabajadores?

b) ;Y 5 trabajadores?




Los porcentajes

Ejemplo

12% — 12 _0,12
100

12% de 80 =80 - 0,12 =9,6

Un porcentaje se puede contemplar como una proporcién, como una fraccién o
como un nimero decimal.

Il Un porcentaje indica una proporcion

Con la frase £/ 30% de los jovenes chatea a través de internet, estamos diciendo que
de cada 100 jévenes chatean 30.

TOTAL 100 | 200 | 300 | 50 | 250
PARTE (30%) | 30 | 60 | 90 | 15 ?

Vemos que se trata de una tabla de proporcionalidad directa, lo que nos permite
tratar una situacion de porcentaje como una situacién de proporcionalidad.

TOTAL PARTE (30%)
100 — 30 } 100 _30 , 25030 _

250 — 5 x 50" x " T100 07

30% de 250 = 250-30 _ 75 {En un grupo de 250 jévenes, hay 65 que

100 chatean en internet.

Para calcular un determinado tanto por ciento de una
cantidad, se multiplica la cantidad por el tanto y se ¢ 2% de C=
divide entre 100.

C-a
100

Il Un porcentaje es una fraccion

Tomar el 30% de una cantidad es dividir la cantidad en 100 partes y tomar 30;

. ., 30
es decir, tomar la fraccién ——.

100
25030

9 _ 30 - -
30% de 250 = - de 250 = =2 === 75

Un p.?rcentaje se pu(?de calcular como la 2% de Ce—? dec.C-a
fraccién de una cantidad. 100 100

Il Un porcentaje se asocia a un numero decimal

Un porcentaje se puede expresar en forma de fraccién y, a su vez, la fraccién
en forma de nimero decimal, lo que nos proporciona una forma rdpida para el
célculo de porcentajes.

30% — % —530:100 — 0,30 30% de 250 = 250 - 0,30 = 75

Para calcular un porcentaje, se multiplica el total por el tanto por ciento ex-
presado en forma decimal.
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Il Calculo rapido de algunos porcentajes

Ten en cuenta Algunos porcentajes equivalen a fracciones muy sencillas, lo que facilita el cdlculo.

© GRUPO ANAYA, S.A. Matematicas 2.° ESO. Material fotocopiable autorizado.

1 Ten en cuenta las que vas a ver a continuacién; sobre todo, para el cdlculo mental.
50% —

* El1 50% es la mitad.

50% — 20 - 1 — Para calcular el 50%, se divide entre 2.

. 100 2

75% —

10% —

5|,_ ENISSI T

Por ejemplo: 50% de 47 = % de 47 =47:2=23,5

El5%esla s
mitad del 10L) * E125% es la cuarta parte.

- 1
25% — 25 - 1 — Para calcular el 25%, se divide entre 4.

100 4
Por ejemplo: 25% de 88 = % de88=88:4=22

* E120% es la quinta parte.

20% — 20 - 1 — Para calcular el 20%, se divide entre 5.

100 5

Puedes razonar de la misma forma estrategias para calcular porcentajes habituales:

el 10%, el 5%, el 75%, etc.

Actividades

1 Calcula mentalmente. 5 El 62% de los cargos directivos de una empresa

l 7 . . . ’ . _
2 20% de 200 b)15% de 200 ) 10% de 200 ;:ref:t; tirgica son varones. ;Qué porcentaje son mu
d) 8% de 200 e) 60% de 50 f) 30% de 50

. 6 Unos grandes almacenes anuncian rebajas del 15%.
g) 12% de 50 h) 8% de 50 i) 2% de 50 Al comprar un producto rebajado, ;qué porcentaje
se paga?
2 Calcula mentalmente.
2) 50% de 46 b)50% de 120 <) 25% de 40 7 Una biblioteca publica adquiere 260 nuevos libros

de los que el 25% son novelas. ;Cudntas novelas se

d) 75% de 40 e) 25% de 24 £)75% de 24 han adquirido?
g) 10% de 460 h)5% de 460 i) 10% de 70 8 En una aldea de 875 habitantes solo queda un 12%
de jévenes. ;Cudntos jévenes viven en la aldea?
3 Calcula.
2) 12% de 750 b)35% de 240 <) 85% de 360 9 En clase somos treinta,.y el 90% hemos aprobado
el examen de Matemdticas. ;Cudntos hemos apro-
d) 14% de 650 ) 2,5% de 20 ) 95% de 20 bado?

g) 150% de 40  h) 115% de 200 i) 200% de 10

10 En un pais de quince millones de habitantes, el 8%

. . son inmigrantes extranjeros. ;Cudntos inmigrantes
4 Copia y completa en tu cuaderno, asociando cada alberga?

porcentaje con un nimero decimal:

11 Un avién transporta 425 viajeros. El 52% son

0, 0, 0, 0, 0, . .
PORCENTAJE | 35%)|24% 8% 95%) 120% europeos; el 28%, americanos; el 12%, africanos,
E);EZ:EMSII\?.N 0.35 0,52 0,03 1,50 y el resto, a81at1c9s.‘gCua‘l es el porcentaje de asidti-
cos? ;Cudntos asidticos viajan en el avién?




Ten en cuenta

a%de C=P
U

TOTAL PARTE

100 —— a4
c — P

U
_ a-C
100
o P-100
a
L P-100
C

Problemas con porcentajes

Cualquier situacién de porcentaje maneja bdsicamente tres elementos: un zozal,
un tanto por ciento y una parte del total. Vedmoslo con un ejemplo.

V EJEMPLO

De una autopista en construccion que tendrd una longitud total de 180 km, ya se
ha construido el 35%. ;Cudntos kildmetros hay ya construidos?

TOTAL eeeeveeeeeeeeeeeerneenns 180 km
35% de 180 = % =180 - 0,35 = 63 {TANTO POR CIENTO...... 35%
PARTE eeeveeeeeeeeeeeeeeeenns 63 km

Solucion: Ya se han construido 63 km.

Veamos, ahora, otros problemas en los que se pide calcular el total o el tanto por
ciento.

Calculo del total, conocidos el tanto por ciento y la parte

De la nueva autopista en construccion, ya se han completado 63 km, lo que supo-
ne un 35% del total proyectado. ;Cudl serd la longitud de la carretera, una vez

finalizada?

63 kmi
TOTAL PARTE
100 —— 35 | 100_35 . 63-100 _ o
x — 063 x 063 35

Solucién: La autopista tendrd una longitud total de 180 km.

Calculo del tanto por ciento, conocidos el total y la parte
De los 180 km proyectados para una autopista, ya se han completado 63 km.

s Qué porcentaje estd ya construido?

TOTAL PARTE
180 —— 63 } 180 63 , 10063 _

100 —— x [ 100 x ~ % 180

De cada 100 km, se han construido 35; es decir, el 35%.

Solucidn: Se ha construido ya el 35% de la autopista.
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= .
r

T\-ﬂ} e
i Pl =l Cosecha pasada
o & "% 180 toneladas

s

Cosecha actual:
22 toneladas

Ten en cuenta

120% de x =216
U
x-1,20 =216
U
x=216:1,20 =180

Aumentos porcentuales
Este tipo de problemas aparecen frecuentemente en nuestra realidad cotidiana.

Un viticultor recogid en la campana pasada 180 toneladas de uva, pero este ano
espera un 20% mds. ;Cudntas toneladas espera cosechar este ano?

¢ Primera forma

20% de 180

| cosEcHA ACTUAL | = [ 180 TONELADAS| + | AUMENTO |
AUMENTO — 20% de 180 = % = 36 toneladas

COSECHA ACTUAL — 180 + 36 = 216 toneladas

Solucion: Este afo espera recoger 216 toneladas de uva.

* Segunda forma
Un aumento del 20% significa que 100 t se convierten en 120 t.

COSECHA COSECHA
PASADA ACTUAL

100 —— 120 } 100 _120 _ _ 180-120

180 — > «x 180 «x ¥=—g - 2ler

* Forma rdpida

Observa que, en realidad, en el punto anterior hemos calculado el 120% de
180 toneladas, por lo que podiamos haber resuelto el problema asi:

COSECHA ACTUAL — 120% de 180 = 180 - 1,20 = 216 toneladas

Aumentar una cantidad en un 2% equivale a calcular el (100 + 2)% de

dicha cantidad.

Problema resuelto

1.Una poblacién costera tiene 35000 habitantes en invierno, pero en
verano, con el turismo, aumenta en un 40%. ;Cudntos residentes tiene
durante el verano?

Primera forma

AUMENTO: 40% de 35000 = 35000 - 40

= 14000

HABITANTES EN VERANO: 35000 + 14000 = 49 000
Segunda forma

POBLACION  POBLACION
VERANO INVIERNO

100 — 140 100 _140 _, . _35000-140 _ 49000
35000 —— x 35000  x 100

Solucion: En verano albergard a 49 000 residentes.

Forma rédpida

La poblacién en verano es el 140% de la poblacién en invierno.
Poblacién en verano: 140% de 35000 = 35000 - 1,40 = 49 000 habitantes.




Disminuciones porcentuales
;Cbémo varia una cantidad cuando se reduce en un determinado porcentaje?

;Cudl es el coste final de una bicicleta de 620 € que estd rebajada un 15%:?
REBAJAS

e Primera forma
15% de 620

|[PRECIO FINAL| = | 620€ | — | REBAJA |

620 - 15
100

PRECIO FINAL — 620 —93 =527 €

Solucion: La bicicleta, rebajada, cuesta 527 €.

REBAJA — 15% de 620 = =93 €

- * Segunda forma
Una rebaja del 15% significa que de cada 100 € pagamos 85 €.

PRECIO PRECIO
INICIAL REBAJADO

100 —— 85 } 100 85 _, _620-85

100 _ 85 =52
620 —>  x 620" x ¥ 100 Y€

* Forma rdpida

Observa que, en realidad, el precio rebajado es el 85% de 620 €, por lo que

podemos resolver el problema asi:

PRECIO FINAL — 85% de 620 = 620 - 0,85 =527 €

Disminuir una cantidad en un 2% equivale a calcular el (100 — 2)% de

dicha cantidad.

Problema resuelto

1. Un teatro ha vendido 4600 entradas en la semana del estrno de una
nueva obra. El gerente estima que en la segunda semana la venta des-
cenderd en un 20%. ;Cudntas entradas espera vender en la segunda
semana?

Primera forma
4600 - 20

Ten en cuenta DISMINUCION: 20% de 4 600 = =920
% de x =527 100
85% eux - VENTAS ESPERADAS EN LA SEGUNDA SEMANA: 4 600 — 920 = 3680
. 0.85 527 Solucion: En la segunda semana se esperan unas ventas de 3 680 entradas.
il Segunda forma
x=527:0,85 =620 VENTAS VENTAS
12 SEMANA 22 SEMANA
100 —— 80 100 80 4600 - 80
(100 80 _, . _ 4600-80 54
4600 — > «x } 2600 - x %100 0

Solucién: En la segunda semana se esperan unas ventas de 3 680 entradas.
Forma ripida

Las ventas descienden un 20%. Es decir, quedan en un 80%.

Ventas 22 semana: 80% de 4 600 = 4600 - 0,80 = 3 680 entradas.
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Actividades

1 Calcula, mentalmente, el valor de x.
a) 50% de x =80
b)25% de x=6
c) 10% de x =40
d)75% de x=15
e) 5% de x =2
£)20% de x=6
g) x% de 15 = 30
h) x% de 40 = 10
i) x% de 8 = 80
j) x% de 80 = 20

2 Resuelve:

a) Un pastelero saca del horno una bandeja con 80
mantecados. Al envasarlos se le rompe un 5%.
¢Cudntos se le han roto?

b) Un pastelero saca del horno una bandeja de man-
tecados y al envasarlos se le rompen cuatro, lo que
supone un 5% del total.

;Cudntos mantecados habia en la bandeja?

¢) Un pastelero saca del horno una bandeja con 80
mantecados y al envasarlos se le rompen 4.

sQue tanto por ciento de los mantecados se le han
roto?

3 Resuelve:

a) E1 75% de los 220 asistentes a un congreso de eco-
nomia habla inglés.

:Cudntos de los asistentes hablan inglés?

b) El 75% de los asistentes a un congreso de econo-
mia habla inglés. Sabiendo que 165 hablan ingles,

ccudl es el niimero total de asistentes?

) De los 220 asistentes a un congreso de economia,

165 hablan inglés.

sQué porcentaje de asistentes habla ingles?

Cada problema con sus inversos

4 Resuelve cada apartado:

a) En un rebafno de 175 ovejas, el 8% son negras.
;Cudntas ovejas negras tiene el rebano?
¢Cudnt j gras t | rebano?

b) En un rebafio hay 14 ovejas negras, lo que su-
pone el 8% del total. ;Cudntas ovejas tiene en
total el rebano?

¢) En un rebano que tiene 175 ovejas, 14 son ne-
gras. ;Cudl es el porcentaje de negras?

Problemas para calcular la cantidad
inicial
5 Marta gasta el 25% del dinero que llevaba en el

monedero, y aun le quedan 6 €. ;Cuanto llevaba
en el monedero?

6 En la bolsa de caramelos, el 20% son de limén.
Hay 30 caramelos de limén.

:Cudntos caramelos hay en la bolsa?

7 Roberto ha leido 48 pédginas de una novela, lo que
supone el 30% del total.

¢:Cudntas pdginas tiene en total la novela?

8 Hoy han faltado al ensayo de la banda 6 musicos,
lo que supone un 20% del total.

¢Cudntos musicos componen la banda?

Problemas para calcular el tanto por
ciento

9 Adriano tenia ahorrados 200 € y ha gastado 50 €
en un reproductor MP3. ;Qué tanto por ciento de
sus ahorros ha gastado?

10 De las 24 solicitudes de trabajo que ha recibido
una empresa, ha aceptado 21. ;Qué porcentaje ha
sido rechazado?




Ejercicios

Consolida lo aprendido utilizando tus competencias

Razones y proporciones

1 vV Escribe:
a) Tres pares de nimeros cuya razén sea 2/3.

b) Tres parejas de nimeros que estén en relacién de
cinco a uno.

c) Tres parejas de nimeros que estén en razén de
tres a cuatro.

2 vV Calcula x en las siguientes proporciones:

6_10 6_x 8_12
V9 bZ=75 9% 15
c_ 4 gx 30 14 49
DT =28 93965 D=2

Relaciones de proporcionalidad

3 YVV Indica, entre los siguientes pares de magnitu-
des, los que guardan relacién de proporcionalidad
directa, los que la guardan inversa y los que no
guardan relacién de proporcionalidad:

a) Elnimero dekilosvendidosy el dinero recaudado.

b) El nimero de operarios que hacen un trabajo y el
tiempo invertido.

¢) La edad de una persona y su altura.

d) La velocidad de un vehiculo y la distancia que ha
recorrido en media hora.

e) El tiempo que permanece abierto un grifo y la
cantidad de agua que arroja.

f) El caudal de un grifo y el tiempo que tarda en
llenar un depésito.

g) El nimero de pdginas de un libro y su precio.

Problemas de proporcionalidad
directa e inversa

4 vV Calcula mentalmente y contesta.

a) Un tren recorre 240 km en 3 horas. ;Qué distan-
cia recorre en 2 horas?

b) Dos kilos de manzanas cuestan 1,80 €. ;Cudnto
cuestan tres kilos?

oroblemas

¢) Cuatro obreros hacen un trabajo en 3 horas.
¢«Cudnto tardarfan seis obreros?

d) Cinco entradas para un concierto han costado 40
euros. ;Cudnto cuestan cuatro entradas?

e) Un ciclista, a 20 km/h, recorre cierta distancia en
3 horas. ;Cudnto tardard una moto a 60 km/h?

5 vVV Dos kilos y medio de patatas cuestan 1,75 €.
;Cudnto cuestan tres kilos y medio?

6 vVV Cuatro operarios tardan 10 horas en limpiar
un solar. ;Cudnto tardarfan 5 operarios?

7 vV Una cuadrilla de soladores, trabajando 8 horas
diarias, renuevan la acera de una calle en 15 dias.
;Cudnto tardarian trabajando 10 horas diarias?

8 vVV Un paquete de 500 folios pesa 1,8 kg. ;Cudn-
to pesard una pila de 850 folios?

9 vVV Una méquina embotelladora llena 750 bote-
llas en un cuarto de hora. ;Cudntas botellas llena
en hora y media?

10 VvV Ejercicio resuelto

Una motobomba, en 7 horas, ha vertido
1250 metros cibicos de agua a un aljibe.
:Cudnto tardari en aportar los 1000 metros
cubicos que ain faltan para llenarlo?

PROP. DIRECTA
K ]

m HORAS
1250 —> 7 1250 7 . 700
1000 —  x }_)W x 7125

700 h 125

075 5 h 36 min
x 60

4500 min

0750

000

Solucién: Tardard 5 h 36 min.

11 vvV Un ciclista ha recorrido 25 kilémetros en ho-
ray cuarto. A esa velocidad, ;cudnto tardaria en re-
correr una etapa de 64 kilémetros?
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12 vvV Un tren, a 90 km/h, cubre un recorrido en 6
horas. ;Cudnto tardarfa a 100 km/h?

Calculo con porcentajes
13 vVV Calcula mentalmente.
a) 50% de 220 b) 50% de 82
c) 50% de 12 d)25% de 800
e) 75% de 800 ) 25% de 280

14 vV Obtén mentalmente el valor de x en cada
caso:

a) 50% de x =150
c) 25% de x =120
e) 75% de x =150

b)50% de x=7
d)25% de x=6
£)75% de x=9

15 vVV Calcula.
a) 15% de 160
b) 13% de 700
o) 12% de 3625
d)4% de 75
e) 76% de 1200
£) 5% de 182
g) 2,4% de 350
h) 1,7% de 2500

Relaciones porcentajes-fracciones-
decimales

16 YVV ;Qué fraccién irreducible asocias a cada uno
de estos porcentajes?

a) 50% b) 25%
e) 20% £)5%

c) 75%
g) 30%

d) 10%
h) 70%

17 vVV Completa en tu cuaderno.

PORCENTAJE | 25% | 20% | 80% | 5% | 2%
FRACCION 1/4
N.° DECIMAL | 0,25 | 0,20

UNIDAD,

4

18 vV V El grifico representa la relacién entre la pobla-
cién autdctona y la inmigrante en un pueblo agri-
cola del sur de Espana.

I:l Autbctonos

D Inmigrantes

a) ;Qué fraccién de la poblacién es inmigrante?
b) ;Cudntas de cada 1 000 personas son inmigrantes?
¢) ;Cudntas de cada 100 personas son inmigrantes?

d) ;Cudl es el porcentaje de inmigrantes?

Problemas de porcentajes

19 vVV Un empleado gana 1700 euros al mes y gasta
el 40% en pagar la hipoteca de su vivienda. ;Cudn-
to le queda para afrontar el resto de sus gastos?

20 vVV De una clase de 35 alumnos, han ido de ex-
cursién 28. ;Qué tanto por ciento ha faltado a la
excursion?

21 vvV Un hotel tiene 187 habitaciones ocupadas, lo
que supone el 85% del total.
:De cudntas habitaciones dispone el hotel?

22 vvV Un jugador de baloncesto ha efectuado 25
lanzamientos y ha conseguido 16 canastas.
sCudl es su porcentaje de aciertos?

23 VvV Un embalse estd al final del verano al 23% de
su capacidad. Si en este momento contiene 35 de-

cdmetros ctbicos de agua, ;cudl es la capacidad total
del embalse?

24 vvV Un jersey que costaba 45 € se vende en las
rebajas por 36 €.

sQué tanto por ciento se ha rebajado?

25 vVV Hace cinco anos compré un piso por
240000 €. En este tiempo la vivienda ha subido
un 37%.

:Cudnto vale ahora mi piso?




Ejercicios

Consolida lo aprendido utilizando tus competencias

26 vVV Un embalse tenfa, a principios de verano,
775 decdmetros ctibicos de agua. Durante el estio,
sus reservas han disminuido en un 68%. ;Cudles
son las reservas actuales ahora, al final del verano?

Interpreta, describe, exprésate

27 vV Amelia, Tomds y Sara han resuelto el mismo
problema de diferentes formas. Explica lo que ha
hecho cada uno.

Una oficina tiene 45 empleados y en agosto se va de
vacaciones el 80%. ;Cudntos empleados trabajan en

agosto?
Resolucién de Amelia
100% — 80% = 20% —> 20% de 45 = 451(')30 -9

Solucién: En agosto trabajan 9 empleados.

Autoevaluacion

:Aplicas la reduccién a la unidad y la regla de tres
para resolver problemas de proporcionalidad?
1 Resuelve por reduccién a la unidad.

a) Un manantial ha arrojado 180 litros de agua en 6
minutos.

;Cudntos litros entregard en un cuarto de hora?

b) Abriendo 6 bocas de riego, un pilén de agua se va-
cfa en 50 minutos.

;Cudnto tardard en vaciarse abriendo solo 4 bocas
de riego?
2 Resuelve utilizando la regla de tres.

a) Un coche, a una media de 100 km/h, hace un via-
je en 6 horas.

:Cudnto tardard en hacer el mismo viaje un camién

a 80 km/h?

b) Por un besugo de 875 gramos, Carmen ha pagado
10)85 €.

;Cudnto pagard Miguel por otro besugo que pesa

1,2 kg?

oroblemas

Resolucién de Tomds

80%de45=451T80=36 5 45-36=9

Solucion: En agosto trabajan 9 empleados.

Resolucién de Sara

TOTAL —> DE VACACIONES + TRABAJANDO
100 - 80 + 20
10 - 8 + 2
5 - 4 + 1
40 - 32 + 8
45 - 36 + 9

Solucién: En agosto trabajan 9 empleados.

Problemas “+”

28 VvV Calcula los intereses que genera un préstamo
de 6000 euros al 4,5% durante 5 meses.

:Asocias un porcentaje a una fracciéon o a un nimero
decimal?

3 Completa la tabla en tu cuaderno.

PORCENTAJE | 25% | 80% | 6%
FRACCION 1/5
N.° DECIMAL 0,07

4 Calcula:

a) 65% de 80 b) 4% de 3200 c)16% de 160
:Diferencias y resuelves distintos problemas de por-
centajes (directos, inversos, de aumentos y disminu-

ciones porcentuales, interés bancario, etc.?

5 De un depésito de agua que contenia 36000 litros,
se ha gastado un 15%. ;Cudntos litros quedan?

6 En una clase de 30 alumnos y alumnas, hoy han fal-
tado 6. ;Qué porcentaje ha faltado?

7 Un hospital tiene 210 camas ocupadas, lo que supo-
ne el 75% de las camas disponibles. ;De cudntas ca-
mas dispone el hospital?
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Algebra | S

Los babilonios, los egipcios y los antiguos griegos '
practicaban el dlgebra retérica: todo se describia con
el lenguaje corriente. También los drabes, muchos si-
glos después, volvieron a esta forma de lenguaje para =
presentar los procesos matemdticos.

Sin embargo, antes que los drabes, el griego Diofanto
(siglo 1) utilizé una serie de abreviaturas que simpli-
ficaron notablemente el lenguaje algebraico. En este
sentido fue un pionero, un adelantado a su época,
pues hasta doce o trece siglos después, en Europa, no
se avanzo en esta tarea. En el siglo xv, la terminologia
matemdtica se fue enriqueciendo hasta llegar al fran-
cés Vieta (siglo xv1), que consiguié expresar el dlgebra
en un lenguaje eminentemente simbdlico. Finalmen-
te, otro francés, Descartes, en la primera mitad del
siglo xvi1, dio los tltimos retoques al simbolismo al-
gebraico, dejdndolo pricticamente como lo usamos
Nosotros.

Antes de llegar al dlgebra simbdlica, la resolucién
de problemas algebraicos era muy complicada. Por
eso, en muchos casos, recurrieron a representaciones
geométricas para deducir y justificar relaciones alge-
braicas, y para resolver ecuaciones. A esto se le llamé
dlgebra geométrica y la practicaron Pitdgoras, Eucli-
des, Al-Jwuarizmi e incluso Descartes.
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DEBERAS RECORDAR

M Algunas situaciones en las que ya has utilizado
letras para expresar nimeros o férmulas para
relacionar magnitudes.

M La propiedad distributiva del producto respecto de
la suma.

M Cémo se suprimen paréntesis precedidos del los
signos + o —.

B Cémo se simplifican fracciones.

M Algunas propiedades de las potencias.




El algebra: ¢ para qué sirve?

Llamamos dlgebra a la parte de las matemadticas en la que se utilizan letras para
expresar nimeros de valor desconocido o indeterminado; es un lenguaje que
facilita la construccién de los procesos matemdticos.

A continuacidn, se exponen algunas de las aplicaciones del dlgebra:

Para expresar propiedades de las operaciones aritméticas

V¥ EJEMPLO
Propiedad distributiva:

El producto de un niimero por una suma es
igual a la suma de los productos parciales del } - (b+c)=a-b+a-c
niumero por cada sumando.

Para generalizar la evolucion de series numéricas
(TERMINO GENERAL)

¥V EJEMPLO
ay,  ay ay a; das ...
Lol oLl g = 2=Den
_ 0 2 6 12 20 ... =
X Elprecio 0.1 (1:2) @2:3) (G-4 @45
de la moto.
LI Asi, por ejemplo, si queremos saber el décimo término de la serie:
Menos 500 € que . )
x-500 doy de entrada. a;0=9-10=90 obien 4,4=10°-10=90
Repartido en 30 - Para expresar la relacion entre variables relativas a distintas
mensualidades. “_ O || 1 magnitudes (FORMULAS)
¥V EJEMPLO
C — Capital t — Tiempo (anos) I C.r.t
r — Porcentaje I — Beneficio (Interés) 100

Asi, un capital de 5000 € colocadoal 5% | ,_ 5000-5-4 _ 1000 €
anual durante 4 anos produce... 100

Para manejar numeros de valor indeterminado
y sus operaciones (EXPRESIONES ALGEBRAICAS)

¥ EJEMPLOS
— Un ntimero natural a
— El siguiente a+1
— El doble del siguiente 2-(a+1)

— Otro ntimero ocho unidades menor ——— 42— 8

— FEl cuadrado del ntimero
mis el triple del nimero a* + 3a
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Para expresar relaciones que facilitan la resolucion
de problemas (ECUACIONES)

V¥V EJEMPLO

Laura gasta la mitad de su paga en el cine y la tercera parte en un bocadillo. Asi,
solo le quedan dos euros. ;Cudnto tenia de paga?

Traduzcamos el enunciado:
Total paga: x
. ox
Coste cine: 3

Coste bocadillo: %

Por tanto:
COSTE | | COSTE | | ToTAL
CINE BOCADILLO 2€ 17| paca (x)
Xy X + 2 = X
2 3
XiZi2=x 5 x=12 Comprobacio’n:£+£+2=12
2 3 2 3

Solucion: Laura tenia 12 € de paga.

Actividades

1 ;Cudl de las identidades corresponde al enunciado? 3 Escribe el término general de estas series:
a)1-4-9-16-25-... = a,=2?
b)0-3-8-15-24-... = b,=?

Propiedad asociativa de la multiplicacién:

Si al multiplicar tres 0 mds niimeros se agrupan de dife-

rentes formas, el resultado no varia. 4 Lasuma de los 7 primeros nimeros naturales es:

7’12+7’l

2

| a-b-c=c-a-b | 1+2+3+4+...+n=

[(@-8)-c=a-(b-0)] Calculalasumal +2 +3 +... +50.

5 Traduce en tu cuaderno a lenguaje algebraico las

la-(c+1)=a-c+al
edades de los miembros de esta familia:

2 Copia y completa las casillas vacias. EDAD

SARA
Tiene x afos X

1 2 3 4 5 n rosa (hermana mayor)

10 3n—-2 Le saca 2 afios a Sara.

ANA (madre)
Tenia 25 anos cuando Sara nacid.

1 2 3 4 5 n ,
JOAQUIN (padre)

15 e | n2=2n Cuadruplica la edad de Sara.



Ejemplo

—5ax?> —> | MONOMIO

COEFICIENTE | — 3 _5§
PARTE LITERAL| — 5 g2

GRADO — 3

Ejemplo

5% ——— —x?

T 1

IDENTICA PARTE LITERAL

| —

Expresiones algebraicas

Una expresién formada por letras y niimeros recibe el nombre de expresién

algebraica.

Empecemos estudiando las mds sencillas: los monomios.

Bl Monomios

Un monomio es el producto indicado de un valor conocido (coeficiente) por
uno o varios valores desconocidos, representados por letras (parte literal).

3.2
3a “x
J L ST :
COEFICIENTE PARTE LITERAL COEFICIENTE PARTE LITERAL

GRADO DE UN MONOMIO

Se llama grado de un monomio al nimero de factores que forman la parte
literal.

) MONOMIO DE 2 2 MONOMIO DE
4a- - 5x%y° —
T SEGUNDO GRADO CUARTO GRADO
a-a X x-y-y

VALOR NUMERICO DE UN MONOMIO

Es el valor del monomio cuando las letras toman valores concretos.

El valor numérico de 2ab? 2ab? =1 2.1.22-8
para a=1y b=2 es8. b=2

MONOMIOS SEMEJANTES

Se dice que dos monomios son semejantes cuando tienen la parte literal idén-

tica.
SO SO 1
3¢ —>— 2a 4x?y l —x%y
SEMEJANTES SEMEJANTES 5

Hl Suma de monomios

* Dos monomios solo se pueden sumar si son semejantes. En ese caso, se su-
man los coeficientes, dejando la misma parte literal.

* Si los monomios no son semejantes, la suma queda indicada.

5a+2a="7a 3x + 2x2 ——— queda indicada

8x? — 3x? = 5x% A —a+a®=24a>—- 4 ——— quedaindicada
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Actividades

1 Copia en tu cuaderno y completa.

2
MONOMIO 82 | —3x | a%b gxf
1
COEFICIENTE 1 1
PARTE LITERAL ab
GRADO

2 Ejercicio resuelto

Sumar las expresiones siguientes:
b)m + m=2m

d)x? + 2% + x2 = 3x?

aA)x+x=2x

Q) a? + a?* = 24>

3 Suma los monomios siguientes:
Aa+a b)m + m+m
)X+X+x drn+n+n+n

e) x% + x2 N+ +a®+4°

4 Ejercicio resuelto

Sumar estas expresiones:
b)2m + 3m = 5m
d)3n3 + 13 + 2u3 = 613

a)3x + x = 4x
©)5a% +2a?=74%

5 Suma las siguientes expresiones:

a)4da+a b)x + 5x
c) Sm+3m d)4n + 4n
e) 3x? + 6x? £)54% + 4 + 24

h) 3x* + 6x* + 2x*

g) m> + 2m> + 4m?®
6 Ejercicio resuelto

Restar las siguientes expresiones:
b)2a - 6a = —4a
d)5x3 — 243 = 323

a)Sx —x = 4x

©) 4a’ — a? = 34>

7 Resta estos monomios:

a) 8x — 3x b)4a—7a
c)7m—m d)8n—"7n
e) 11x2 — 6x? £) 54% — 942
g) Tm3 — 4m3 h) 4n% — nt

8 Ejercicio resuelto

Reducir.
aA)5x+3+x—7=5%+x+3-7=06x—4

b)3a+21/12—5a+a2=!2¢z2 +a%+3a—5a=
=3a*-2a

9 Reduce todo lo posible.

2)3x+x+2+6 b)4a+2a—-7 +5

c)3a+3-2a+1 d)5-3x+4x—4

e)5x+2—-3x+x £)2a—-3-2+3a

g)7 —4a—7+5a h)4x -3 —4x + 2
10 Reduce.

Ax2+4+x2+1 b)5x? -3 —4x*+ 1

Q) x% — 6x + 2x + x> d)3x + 4x* —x% + x

e)x?+4dx+1+2x+3  £)5x*+3x—4x?—2x+1

2)3x2 +4-x?+2x—5 h)10-3x+x>—7—4x

11 Ejercicio resuelto

Eliminar paréntesis y reducir.

a)(B5x+1)-(2x—3)=5x+1—-2x+3 =
=5x—2x+1+3=3x+4

b) (4x2—6) — (x2—2x+1) =4x>—6—x? +2x— 1=
=h4x? x4 2x—6-1=3x2+2x—-7

12 Quita paréntesis y reduce.

a)3x+ (2x—1) b) 7x — (5x — 4)
) 6x— (4x + 2) d)3x—(x+5)
e) (x—5) + (x—3) £) (4dx +2) — (Bx + 2)

13 Quita paréntesis y reduce.
a) B3x%—5x+2) + (x*—2x+ 1)

b) (5x% — 2x — 3) — (4x2% + 3x— 1)
Ox=3)+(*+2x+1)
d) (6x* — x) — (3x% — 5x + 6)

14 Calcula:

a) El valor numérico de 5x? para x = 1.
b) El valor numérico de —4x? para x = —3.

¢) El valor numérico de —2xy para x=3 e y=-5.



Il Multiplicacion de monomios
Observa

Recordando que un monomio es un producto de nimeros y letras, deducimos

GRADO 3 . .
que el producto de dos monomios es otro monomio.

GRADO 2 j

(202) - (3%) = 65 ¥ EJEMPLO

(Ba)-2a)=3-2-a-a=6a*

Grapo > (59 - (3x) =5+ (3) w2 = —15x
El grado del producto es igual a la
suma de los grados de los factores. (3a) - (%ab) -3. % cdea- b= 1_65425 = idzb
2

Il Division de monomios

El cociente de dos monomios puede ser un ndmero, otro monomio o una frac-
cién algebraica.

¥V EJEMPLO
2y a2p L 24402
(2a°b) : (Ba~b) = 320 3

(15x%) : (3x°) = m =5x ——> (monomio)

37

(2ab) : (663 = 2al _a ——— (fraccién algebraica)

2356 3b

(ntimero)

Teniendo en cuenta que las letras representan nimeros, en las operaciones
con expresiones algebraicas se conservan todas las propiedades de las opera-
ciones numéricas.

Actividades

15 Haz las multiplicaciones siguientes: 18 Simplifica como en los ejemplos.

2) (39) - (5) b) (~a) - (4a) 208 5 hebon e
) =22 =
O (4a) - (=547 d (%) (6 4 4.2 1
) ) . 3a _ 4 . a/ _1
e) (%) : (%) H (54) - (_%aZ) 1542 3.5-a-a 5a
4x 3 S5x
ax b) = 2%
16 Ejercicio resuelto 2 2 ) 3a 2 10x
Multiplicar. 91222 o 1_5»; f) 8_a§
(Zabz)-(Sazbz)=2-3-a-a2-b2-bz=643b4 4a 3x 8a
19 Divide.

17 Multiplica estos monomios:

2) (3x) - (5xy) b) (~24b) - (4)
Q) (4%) - (xy) d) (%w) . (%w)

a) (10x) : (2x)
o) (1443 : (<7a)
e) (10x2) : (5x°)

b) (54%) : (1543)
d) (6x3) : (9x2)
f) (=5a) : (=54°)
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Polinomios

Actividades

* La suma (o resta) indicada de dos monomios es un binomio.
e La suma (o resta) indicada de tres monomios es un trinomio.

* En general, la suma (o resta) de varios monomios es un polinomio.

V¥ EJEMPLOS

X+
5 BINOMIOS

a“—1

x2—3x+1 POLINOMIOS
5 TRINOMIOS

ac—ab+?2

Sxt—3x3 + 2x—1

GRADO DE UN POLINOMIO

El grado de un polinomio es el mayor de los grados de los monomios que lo
forman.

V¥ EJEMPLO
POLINOMIO DE
2x% — 5x2 &+ 3x — 8

T T T T - CUARTO GRADO

|GrADO 4| |GRADO 2| |[GRADO 1] [GRADO 0]

Il Valor numérico de un polinomio

Cuando en un polinomio las letras toman valores concretos, también el polino-
mio toma un valor concreto.

V¥V EJEMPLO
Dado el polinomio 3x% — 2x + 5:
*Para x=0 — 3-02-2-0+5=0-0+5=5
El valor numérico de 3x* —2x+5 para x=0 es 5.
ePara x=-2 — 3.(-2)?-2-(-2)+5=12+4+5=21
El valor numérico de 3x% — 2x+ 5 para x=-2 es21.

Observa que el valor numérico de un polinomio depende del valor que tomen
las letras.

1 Indica el grado de cada polinomio: 3 Calcula el valor numérico de 3ab% — 54 + 36 para
a)x2—3x+7 b)x*—2 ) 5x° — 3x2 a=2yb=-1
4 Calcula, por tanteo, los valores de x que anulan ca-
2 Calcula el valor numérico de x® — Sx% — 11. da polinomio:
a) Para x=1. b) Para x=-1. ) x2—2x+1 b)x> -8 o) xt— 3



Regla practica

Para sumar dos (0 mds) polinomios,
se colocan uno bajo el otro, haciendo
coincidir, en la misma columna, los
monomios semejantes.

Regla practica

Para restar dos polinomios, se suma
el primero con el opuesto del segun-
do. Es decir, se le cambia el signo al
segundo y se suman.

Hl Suma de polinomios

Para sumar dos o mds polinomios, tendremos en cuenta lo que ya sabemos sobre
la suma de monomios.

Por ejemplo, sumemos los polinomios A =2x> —3x> + 6 y B=x>—5x+4:
* Con lo que ya sabemos, podriamos actuar asi:

A+B=2x>-3x2+6) + (x* = 5x+4) =2x> = 3x2 + 6 + x> = 5x + 4 =
=23 —3x? 4 x2—5x+6+4=2x2—2x%—5x+ 10

* En la prictica, se suele hacer de la manera siguiente:

A > 2x3-3x2+0x+ 6
B — x*—5x+ 4

A+B = 2x3-2x*—5x+ 10

Il Resta de polinomios
Restemos los mismos polinomios A y B de antes.

¢ Con lo que ya sabemos, podriamos actuar como sigue:

A-B=02x =32 +6) = (x> =5x+4) =2x3 = 3x2 + 6 —x?> + 5x — 4 =
=230 =32 —x? + 5%+ 6—4=2x —4x% + 5x + 2

* En la prictica, se suele hacer asi:

A—> 23 -3x2+0x+6
-B —> —x?+5x—4

A—B — 2x3 —4x* +5x+ 2

Il Producto de un polinomio por un nimero
Recuerda que para multiplicar un nimero por una suma, debemos multiplicar el

ndmero por cada sumando (propiedad distributiva).

V¥V EJEMPLO
X —4x?+ 5x—1
X 2 = (P—4x?+5x-1)-2=2x>-8x*+ 10x—2
2x3 — 8x% + 10x—2

Actividades
5 Copia y completa. 6 Dados los polinomios A = 3x® — 5x* —4x + 4 y
X2 4 5%_ 7 3x% — 6x2 + 8x + 2 B=2x—x*-7x-1, calcula.
+ x> —8x+ 5 + 200 + 2% —6x— 9 Q) A+ B b)A- B
C1-01- - 1+0-0
7 Calcula.
X —4x? e |- 1 b 5
+|:|—|:|+ x+|:| )3 (2x+5) )5S - (" —x)
3x3—6x2—5x+ 3 c)7-(x3—1) d)(-2) - (5x - 3)
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Extraccion de factor comun

Cuando hablamos de extraer factor comiin nos referimos a una transformacién
a la que se pueden someter ciertas sumas y restas y que resulta muy util en el
célculo algebraico.

Observa la siguiente expresion:

— Es una suma cuyos sumandos son productos.
a-b+a-c—a-d

— Todos los productos tienen el factor comin a.

Entonces, podemos transformar la suma en un producto sacando factor comiin
y colocando un paréntesis.

a-bra-c—a-d=a-(b+c-d) |

Observa que la transformacién no es otra cosa que la aplicacién de la propiedad
distributiva.
¥V EJEMPLOS

A4-a+4d-b=4-(a+0b)

Da?+ab=a-a+a-b=a-(a+b)

2

Oxd—2x2+5x=x%x—2x-x+5-x=(2=2x+5) - x

Como caso particular, podemos estudiar qué ocurre cuando el factor comtn a
extraer coincide con uno de los sumandos.

En este caso, en su lugar en la suma queda la unidad.
a+ab=a-1+ab=a-(1+0b)
¥ EJEMPLOS
A at+5282=a% (1+5a)
b)ad +6x2—x=(x%+6x—1)x

Q) 3mPn—2mn* + mn=mn- Bm—2n+ 1)

Actividades

1 Copia y completa.
a)7x+7y=7-(]+[)
b)6a—-9b=3-(_]-[))
o2 +xy=x-(_]+[])
d)x+x?—x3=x- ]+ ]-[)
e) 5x% + 10xy + 15x=5x- ((_]+[_]+[ )

2 Extrae factor comdn.
a) 8x + 8y
b)3a + 3b
c) 5x+ 10
d) 8 + 4a
e) x% + xy

f) 24% + 6a



Ejercicios v problemas

Consolida lo aprendido utilizando tus competencias

Utiliza el lenguaje algebraico 5 VvV Sabiendo que los valores a4, & y ¢ se re-
lacionan mediante la férmula
1 vVV Llamando x a un niimero cualquiera, escribe
. . . 3b+2c
una expresion algebraica para cada uno de los si- 4=

guientes enunciados:
completa la tabla en tu cuaderno.

a) El triple de x.

b) La mitad de su anterior. 0 0 2 3 4

¢) El resultado de sumarle tres unidades.

d) Lamitad de un ndmero tres unidades mayor que x.

e) El triple del nimero que resulta de sumar a x
cinco unidades. Monomios

f) Un ndmero 5 unidades mayor que el triple de x.
6 YVV Copiay completa.

2 vVV En una granja hay C caballos, V vacas y G

gallina;is. Asocia cada una de estas expresiones al ni- MIONOMIO 82 % Xy
mero de:
a) Patas COEFICIENTE 1
b) Cabezas 5
PARTE LITERAL a’b
c) Orejas
d) Picos mds alas GRADO
Al 2C+2V | Bl C+V+G |
7 vVV Opera.
C[4C+V)+2G] D[ 3G | pera
a) 2x + 8x b) 74— 5a
3 vVV Copia en tu cuaderno y completa. c) 6a + 6a d)15x - 9x
) 5 3 4 5 , e) 3x + x £)10a—a
22 | 3 g) a+7a h) 2x — 5x
8 vVV Reduce.
1 2 3 4 5 n
ne D) a)3x+y+5x b)2a + 4 - 5a
10 2 )7-a-5 d)3+2x—7
a oLl e la cabl | e)2x+3-9x+ 1 fla-6-2a+7
VvV Siguiendo la légica de la tabla, completa en
tu cuaderno las casillas vacias. g 82-6-3a—1 h)5x -2 -6x-1

) 5 3 5 10 15 20 | » 9 vVV Quita paréntesis y reduce.
0 3 | 8 | 24 399 a) x— (x—2) b) 3x + (2x + 3)

o) Bx=1)=(2x+1) d)Tx-4) + (1 -06x)
121315101225 n O (-30-(1-59  f)2x—(x=3)—(2x—1)
i A 73 g) 4x— (2x— 1) + 5x— (4x—2)
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10 vVV Opera y reduce.

a) 5x - 2 b)6x: 2

c) 3x - 4x d)12x: 3x
2 3 5.1
— . f — :_

e) 3x 6x )4x 4x

g) x? . %3 h)x & x?

i) 3x - 5x° i) 15x° : 5x*

Polinomios

11 vVV Indica el grado de cada uno de los siguientes
polinomios:

a) x> +3x%+2x—6

Q) 2x° —4x? + 1

b) 4 — 3x*

dD7xt -3+ 5%+ 1

12 vV Reduce.
A)x2—6x+1+x*+3x-5
b) Bx—x? + 5x+ 2x* —x—1
2% +4+x3—6x+2x*—4

D5 —1-x+x>-6x2—x*+4

13 vVV Quita paréntesis y reduce.
a) (3x% —5x+6) + 2x—8)
b) (6 = 3x + 5x2) — (x2 —x + 3)
©) 9x* = 5x+2) — (7x* = 3x—7)
DBx2=1) = Bx+2) + (x2 = 3%)

14 vVV Copia y completa.

3x2— 5x-5 (a3 - 362+ [Jx— 8
+[x?+ (-] + 4+ [ - 5e—[]
Sx2— x-6 6x3 + 2x*— x-10
15 vVV Considera los polinomios siguientes:
A=3x%—6x% +4x-2
B=x>-3x+1
C=2x%+4x-5
Calcula.
a)A+B b)A- B cB-C

Extraccion de factor comun

16 VVV Extrae factor comtn en cada uno de los si-
guientes polinomios:

b) 2x — 5xy + 3xz
d)3a- 66
f) 4x — 8x% + 1253

a)3x+3y+ 3z
Q) a?+3a
e) 2x + 4y + 6z

g) 9a + 64* + 34° h)24% - 54% + a*

Relaciona y aplica tus conocimientos

17 vVV En un campo de cultivo hay cuatro estan-
ques. Llamando C ala cantidad de agua que ten-
drd un estanque dentro de 7 minutos, asocia cada
estanque con la expresién que le corresponde.

ESTANQUE M: Contiene 4500 litros de agua y se
abre un grifo que le aporta 4 litros por minuto.

EsTANQUE N: Contiene 4500 litros de agua y se le
conecta una bomba que extrae 4 litros por minuto.

ESTANQUE P: Contiene 40 metros ctbicos de agua
y se conecta a una tuberia que aporta 4,5 metros
ctibicos a la hora.

ESTANQUE Q: Contiene 40 metros cubicos de agua
y se abre una boca de riego que extrae 4,5 metros
cubicos a la hora.

C=40000+4506# C=4500—4-m
C=40000—4506# C=4500+4-m

18 vVvV El importe bruto, 7, sin IVA, del recibo de la
luz de cierta compania eléctrica se calcula segtin la
férmula:

I=F+ (L~ L) P
F — Gastos fijosyalquiler de equipos de medida (€)

L,. — Lectura actual (kWh)

LANT

P — Precio del kWh (€/kWh)

— Lectura anterior (kWh)



Ejercicios

Consolida lo aprendido utilizando tus competencias

a) Escribe la férmula en su versién actualizada, si
los gastos fijos son de 8,50 € y el kilovatio hora
cuesta 0,80 €.

b) ;Cudl de las siguientes seria la férmula actualiza-
da de la factura, en su formato final, incluyendo
el 18% de IVA?

850+ (L~ L) 0,80 + 18
100
I=18,50 + (L.~ L,,) - 0,80] - 1,18
71=850+ (L.~ L, 0,80+1,18

19 vVvV El empleado de la compaiia eléctrica del ejer-
cicio anterior leyd el mes pasado, en el contador de
la vivienda de la familia Herranz, 2457 kWh, y es-
te mes, 2516 kWh. ;A cudnto asciende la factura
de este mes?

20 VVYV Observa el nimero de diagonales de estos po-
ligonos.

4 aé

Autoevaluacion

{nterpretas y aplicas el lenguaje algebraico en enun-
ciados, férmulas, propiedades, generalizaciones, etc.?

1 Completa en tu cuaderno las casillas vacias, siguien-

do la l6gica de la tabla.
1 3 5 8 | 10 15| »
2 |12 |22 37 57

2 Llamando x a un nimero, expresa en lenguaje alge-
braico:

a) Su doble.
c) El doble de su siguiente.

b) El siguiente de su doble.
d) El triple de su mitad.

{Reconoces los monomios, los polinomios y todos
sus elementos?

3 ;Cudles son el coeficiente y el grado del monomio

_2.2
37

oroblemas

Traza las diagonales de un heptigono y de un oc-
tégono.

Comprueba que:

— El ndmero de diagonales que salen de un vértice
es igual al nimero de lados menos tres.

— Cada diagonal toca a dos vértices.
Teniendo eso en cuenta:

a) Completa la tabla en tu cuaderno.

3/4/5|6/|7|8/]10/20

N.°DIAGONALES | 0 | 2 | 5| 9

N.° DE LADOS

b) Escribe la férmula que te permite calcular el na-
mero de diagonales (D), sabiendo el nimero de

lados (7).

4 Calcula el valor numérico del polinomio 4x% — 3x + 7
parax=1.

¢Operas con monomios y polinomios?

5 Reduce estas expresiones:

Q) 2x+4+x—-06 b) 5x2 +2 + 6x—x—3x% + 1
6 Opera y reduce:

a) 3 - (-5x) b) 6 x - %x ) 10x2 : 5x
7 Opera:

A)5-x=2) b)3-P-x+1) o2 -2-%

8 Opera y reduce:
A)4-(x+1)=3x b)3-(x=2)-2-(x=3)
Q)2 (®+x) —(2x%+5)

9 Saca factot comdn: a) 5a + 5b b) 3x—6 ¢) 3a%+6
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6 Ecuaciones

Algunos consideran a Diofanto el “padre del dlgebra”,
debido a su significativa aportacién en la mejora de la
terminologia algebraica. No obstante, la mayor parte
de los autores otorgan este honor a Al-Jwarizmi (si-
glo x), a pesar de que con ¢él la simbologfa algebraica
dio un gran paso atrds volviendo a un dlgebra retérica
(llegaba incluso a designar por sus nombres, y no por
simbolos, los nimeros que aparecian en los proble-
mas). El nivel de Al-Jwarizmi es, ademds, mucho mds
elemental que el de Diofanto.

Por qué, a pesar de esto, se considera a Al-Jwarizmi el
“padre del dlgebra™ Su libro Al-jabr (dlgebra) no trata
de dificiles problemas algebraicos, sino que expone de
forma directa y elemental c6mo se resuelven ecuacio-
nes, mediante una argumentacién légica y mediante

R

i -J_i_.l_-
T

a1

| ]

W

una organizacién clara y sistemadtica, lo que propicié
que fuera seguida y aprendida en su época, y difundi-
da en épocas posteriores.
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DEBERAS RECORDAR

M Las operaciones con niimeros positivos y negativos.

O
E 'l':':,q-
Y &

- i

M La operativa con fracciones: cémo se simplifican,
cémo se reducen a comtn denominador, c6mo se
multiplican por un ndmero, etc.

M Cémo se operan y se reducen expresiones algebrai-
cas.

B Qué es un polinomio de segundo grado en x.



Ejemplo

Area: x- (x + 3)

Ecuaciones: significado y utilidad

Una ecuacidn expresa, mediante una igualdad algebraica, una relacién entre
cantidades cuyo valor, de momento, no conocemos.

Esas cantidades se representan con letras.

¥V EJEMPLOS

* La mitad de un nimero es igual a su quinta parte mds seis unidades:

Un ndmero — x

. x
Su mitad — 2 — Ecuacién — %= % +6

Su quinta parte — %

* La edad de Laura coincide con la quinta parte de la que tendrd dentro de 28
afos:
Edad de Laura — x
Edad dentro de 28 afios — x + 28

x+ 28
5

} — Ecuacién — x =

* Una habitacién rectangular es tres metros mds larga que ancha, y su superfi-
cie es de 28 m?:

Ancho — «x

— Ecuacién — x. (x+ 3) = 28
Largo — x+3

¢Para qué sirven las ecuaciones?

Las ecuaciones permiten codificar relaciones en lenguaje algebraico y, a partir
de ahi, manejarlas matemdticamente. Eso, como comprobards mds adelante,
supone una potentisima herramienta para resolver problemas.

Pero antes, debes aprender a resolverlas.
¢ Qué es resolver una ecuacion?

Resolver una ecuacién es encontrar el valor, o los valores, que deben tomar
las letras para que la igualdad sea cierta.

V¥ EJEMPLO
En la ecuacién % = % + 6, laigualdad se cumple solamente para el valor x = 20.
x| 2-2e
2 5 2 5
x=20 10 10

Diremos, entonces, que la solucién de la ecuacién es x = 20.

© GRUPO ANAYA, S.A. Mateméticas 2.° ESO. Material fotocopiable autorizado.



© GRUPO ANAYA, S.A. Matematicas 2.° ESO. Material fotocopiable autorizado.

Il Resuelve ecuaciones “con lo que ya sabes”

Antes de aprender ninguna técnica especifica, ten en cuenta que razonando con
lo que ya sabes, o tanteando, puedes resolver muchas ecuaciones.

¥ EJEMPLOS

Para resolver las siguientes ecuaciones, responde a las preguntas sugeridas en

cada caso:

a) 3x =24
b)5x—20=0
) 4x + 3 _1

5

d)V2x+1=5

Actividades

1 Asocia cada enunciado con la ecuacién que lo expre-
sa algebraicamente:

a) La tercera parte de un nimero es igual a su cuarta
parte mds una unidad.

b) La edad de Andrés es el triple que la de su herma-

na, y entre los dos suman 8 anos.

¢) Un rectdngulo es 3 metros mds largo que ancho, y
su perimetro mide 26 metros.

d) He pagado 2 € por tres lapiceros y un boligrafo.
Pero el boligrafo costaba el doble que un lapicero.

e) Un ciclista ha recorrido la distancia desde A has-
ta B ala velocidad de 15 km/h. Si hubiera ido a
10 km/h, habrifa tardado una hora mis.

(x+3x=8 ] [x+(x+3)+x+(x+3)=26]

vy 550 [

—  ;Qué nimero multiplicado por 3 da 242

—  Piensa primero: ;A qué nimero hay que restarle 20

para que el resultado sea 02

Y, después: ;Cudnto debe valer x?

—  Piensa primero: ;Qué nimero dividido entre 5 da 1?

:Cudl es el valor de 4x + 3?

Y, después: ;Cudnto debe valer 4x? ;Cudnto debe va-
ler x?

—  Piensa primero: ;Qué nimero tiene 5 por raiz cuadra-

da? ;Cudnto debe valer 2x + 12...

Y, después: ;Cudnto debe valer 2x? ;Cudnto debe va-
ler x?

2 Resuelve en el orden en que aparecen.

a) 3x =21 b)3x—1 =20

3x—1 3x—1
=4 d =2
93 N5

3 Resuelve con lo que sabes.

a) 7x =35 b)4x—12=0
cx+3=10 d)2x—4=6
e)x+1:2 f)3x—4:1
3 2
g)fol h)le?s:
i) x2+1=26 j)\/3xi+=5

4 Encuentra alguna solucién por tanteo.

Ax?+2x+1=4 b)x?—5x+6=0
9%.8_3 dx?—Vx =0
4 x



Ecuaciones: elementos y nomenclatura

* Miembros de una ecuacién: Son cada una de las expresiones que aparecen a

ambos lados del signo de igualdad.

¢ Términos: Son los sumandos que forman los miembros.

’ PRIMER MIEMBRO ‘ ’ SEGUNDO MIEMBRO ‘

\J \J

f_/% f_/%
3x+1=9—x

TTTT

* Incégnitas: Son las letras que aparecen en la ecuacidn.

Por ejemplo:
3x+1=9—-x — Ecuacién con una incognita, x.
5x+ 3y =y+2 — Ecuacién con dos incégnitas, x e y.
* Soluciones: Son los valores que deben tomar las letras para que la igualdad sea
cierta.
Por ejemplo:
x=2 essolucién,yaque3-2+1=9-2.

3x+1=9—x {

x=1 noessolucién,yaque3-1+1#9-1.
* Grado de una ecuacién: Es el mayor de los grados de los monomios que for-
man los miembros, una vez reducida la ecuacién.
Por ejemplo:
3x+1=9—x — Ecuacién de primer grado.
x?—3x+1=2x-5 — Ecuacién de segundo grado.
* Ecuaciones equivalentes: Dos ecuaciones son equivalentes cuando tienen las
mismas incégnitas y las mismas soluciones.

Por ejemplo:

3x+1=9-x
4x+1=9 Son equivalentes. Las tres tienen como solucién x = 2.
4x=8
Actividades
1 Copia y asocia cada ecuacién con su o sus soluciones: 2 De las ecuaciones siguientes, agrupa las que sean equi-
4x+4=5 1 valentes:
4x_3=x+3 2 a)4x=20 b)3x—1:8
x2_3 =2y 1 C)S5x—4=x d)3x=9
3x=x+1 4 e) 4x—5=15 f)dx—4=0
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En la practica

REGLA

Lo que estd sumando en uno de los
miembros, pasa restando al otro.

EJEMPLOS
Q) x+4=7 b)x+5=1
2 )
x=7—-4 x=1-5
! 2
x=3 x=—4

En la practica

REGLA

Lo que estd restando en uno de los
miembros, pasa sumando al otro.

Primeras técnicas para la resolucidén de ecuaciones

Ahora vas a estudiar los procedimientos basicos para resolver ecuaciones. Aunque
los ejemplos son muy sencillos y la solucién salta a la vista, sigue las técnicas que
se exponen, pues te servirdn para resolver casos mds complejos.

Bl Resolucion de la ecuacién x+a=»b

V EJEMPLO: x +4 =7

x+4=7 * Restando 4 a los dos miembros, se obtiene
d una ecuacion equivalente.
x+A-H=7—-4
x=3 * La solucién es x = 3.

Para resolver la ecuacién x + 4 = b, restamos @ en ambos miembros.

x+a=b — x+Ad-pA=b—-a - x=b-a

Il Resolucion de la ecuacion x—a=»b

V EJEMPLO: x—2 =06

EJEMPLOS
) x-2=6 b)5—x=2 x—2=06 * Sumando 2 a los dos miembros, se obtiene
l l l una ecuacion equivalente.
x=6+2 5-2=x x=2+2=6+2
l l l
x=8 x=3 x=8 e La solucién es x = 8.
Para resolver la ecuacién x — 2 = 4, sumamos 2 en ambos miembros.
x—a=b — x-A+A=b+a > x=b+a
Actividades
1 Resuelve aplicando las técnicas recién aprendidas. 2 Resuelve aplicando las técnicas anteriores.
a)x+3=4 b)x-1=8 dx+5=11 Q) x+6=9 b)x-4=5 c)2-x=4
d)x-7=3 e)x+4=1 flx—2=-6 d)5+x=4 e)3+x=3 f)6=x+8
g9=x+5 h)5=x—4 )2=x+6 g 0=x+6 h)1=9-«x i)4=x-8




Bl Resolucidon de la ecuaciéon a-x=b

En la practica ¥ EJEMPLO: 3x =15
REGLA: Lo que estd multiplicando a

un miembro (a todo él) pasa divi-
diendo ot 5P == ==

EJEMPLOS
15 3x =15 ¢ Dividiendo por 3 los dos miembros, se
2)3x=15 = x= EN > l obtiene una ecuacién equivalente.
Bx _15
b)7x=2 — x=2 3 3
7 !
x=5 * La solucién es x = 5.

Casos especiales Para resolver la ecuacién ax = b, } P N Ax _ b S b

dividimos ambos miembros por 4. A a a

* Laecuacién 0-x=06 no tiene solu-
cién. No hay ningin nimero que
multiplicado por cero dé seis.

Il Resolucion de la ecuaciéon x/a=b

e Laecuacién 0 -x =0 tiene infini-

tas soluciones. Cualquier nimero v EJEMPLO: X =3
multiplicado por cero da cero. 4
) x
W ey e M|
En la practica
REGLA: L estd dividiendo a un
miembroo(acll 1:)(10 &) ;asa multipli- % =3 * Multiplicando por 4 los dos miembros, se
cando al otro. . obtiene una ecuacién equivalente.
EJEMPLOS 72 A=3.4
Q)X =3 - x=3.4 — x=12 l
4 x=12 * La solucién es x = 12.
b)ﬁzl Sl 2 5 x=L
10 10 5
S
X _ I-
Para resolver la ecuacién y b, mu } X_p X A=b-a > x=b-a
tiplicamos ambos miembros por 4. “
Actividades
1 Resuelve con las técnicas que acabas de aprender. 2 Resuelve combinando las técnicas anteriores.
a) 4x =20 b)%:l c)3x=12 a)3x—-2=0 b)4x+5 =13 c)2x-5=9
d)§=2 e) 8 = 4x f)4=7 )8-3x=2 ¢ T+4=7 f)§_2=3
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Resolucion de ecuaciones sencillas

El método para resolver una ecuacién consiste en ir transforméndola, mediante
sucesivos pasos, en otras equivalentes mds sencillas hasta despejar la incégnita.

Para transformar una ecuacién en otra equivalente mds sencilla, utilizaremos
dos recursos:

¢ Reducir sus miembros.

* Transponer los términos.

Analiza los siguientes ejemplos y resuelve las ecuaciones que siguen. Para que
puedas evaluar tu trabajo, tienes las soluciones al margen.

V EJEMPLO 1
Ten en cuenta -5=3 :
TRANSPONER( 345 ] Sumamos 5 en ambos miembros.

e Laecuacién 0 -x =0 tiene infini- 2x=3+

tas soluciones. REDUCIR
. L i6n 0-x=k k=0 2x=8

aecuacion U-Xx=r, con = U, TRANSPONERQ ] Dividimos ambos miembros entre 2.
no tiene solucidn. >
REDUCIR&
x=4

Soluciones Practica

O @1 ®2 D 2-1=1 @ 5x-3=2 B3 7x-5=9
@2 O1 ©2 (®) 10 +3x=4 (& 2x-3=-1 (©) 8=5x-2

—4 3 1
—1 2/3 %_1/3 @ 0=3x+12 ® 5-x=2 ©) 6-2x-4
B-12 18 SS8.(* 10 4-5x=9 @) 3x-1-=1 @ 4=3x+5

(*) — LS. (infinitas soluciones). @ 5=dx+7 @ Ox+2=2 @ Ox+ 1 =4
Sx+1-3x=7 4x—x+3=7-5
R( R(,

2x+1=7 3x+3=2
é2x 7-1 Ré3x=2—3
2x=6 3x=-1
é T<

= T2

S I\ch‘\
w

X

Soluciones Practica

@1 @3 02 10 8x—4+x=5 ) 5x-8-x=7-3 (8 3x+10+x=2
2 @0 —4 eD1/2 @7x—2x—3=7 3x+15+2x=—5 @5+2x+1=7
@-3 @-1 1 @) 5-x+2=10 @) 7x+3-9x=5 @) S—1=x+5-2x
€0 €9 1/5 @) -4 @1=x+1+2x ®4=x+5—6x @9=4x+1—6x
B34 O1s. Oss @) 5-3x—1+5¢x () Tx+2-7x=3-1 (0 Sx+3-5¢=7



Soluciones

A medida que las ecuaciones se complican, se abren diferentes opciones de reso-
lucién. Cualquiera es vdlida, siempre que operes correctamente.

A continuacidn, puedes ver un ejemplo resuelto de dos formas:

V¥ EJEMPLO 4

orCION A orcION B

La incdgnita, en el miembro La incdgnita, en el miembro en el

de la izquierda. que tome coeficiente positivo.
2x—1-5x=2+3x+1 2x—1-5x=2+3x+1

R( r(

. 3x—-1=3+3x . 3x—1=3+3x

R 3x—3x=3+1 -1 -3=3x+3x
—6x=4 —4 = 6x

ot (e
= <6

__2

3

Practica
@2x—1=x+2 @3x+2=x+6

63 622

693  6I-1
6)1 69 3/5
G)-s  @)LS.

Soluciones

@2x+1=5x—5 @1—x=4—2x
69 2/5 @x—6=5x—2 @3+7x=2x+5
69 -1/2 6] 6x-2+x=2x+3 59 8x+3-5x=7-2x—1
@s.s. GY 4x+5+x=7+3x-3 G0) 8—x+1=4x—1-7x

@GD) 7x—4-3x=2+4x—6 @) 2+3x—5=4x—2—x
Cuando una ecuacién contiene paréntesis, comenzaremos suprimiéndolos y re-
duciendo.

V¥ EJEMPLO 5

R 5x—2(2x—-2)=8—(3 + 2x)
R Sx—4x+4=8-3-2x
. x+4=5-2x

@s @o

@12 @) 34
@9 2/3 1/6
61 63 1LS.

x+2x=5-4
R(
<3X=1
T
x=1
3
Practica
@x—7=6—(x—3) @x (1-3x)=8x—1
@2 @) 1-(3x—9) =5x—4x+2 @0 13x—15-6x=1-(7x+9)
@91 @) 7Tx—(4+22) =1+ (x—2) @9 2(3x—1)—5x=5— (3x+ 11)
GD-2 @) 1-2(2x—1)=5x—(5-3) 7-(2x+9)=1lx—5(1-x)
9SS, 6D 4(5x—3) — 7x = 3(6x— 4) + 10 62D 4-7(2x—-3) = 3x—4(3x - 5)

63 16x—7(x+1)=2-9(1 —x) 69 6—(8x+1) = 4x—3(2 + 4x)
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Ecuaciones con denominadores

Cuando en los términos de una ecuacién aparecen denominadores, la transfor-
maremos en otra equivalente que no los tenga. Para ello, multiplicaremos los dos
miembros de la ecuacién por un niimero que sea multiplo de todos los denomi-
nadores.

El maltiplo mds adecuado es el mds pequeno; es decir, el minimo comiin miilti-
plo de los denominadores.

¥ EJEMPLO
Una estrategia similar S5x . _x 3
e Reducir a comun denominador: 6 3 4 min.c.m. (6, 3, 4) = 12
5 1 _x 3 2% _\_pp. (x_3 Multiplicamos los dos miembros por 12.
6 1 3 4 3 4
Comun denominador — 12 60x > 2% 36 ‘ o .
10x 12 4x 9 6 T3 7% Al quitar paréntesis y reducir, desaparecen los
12 12 12 12 denominadores.
10x—12=4x-9
* Eliminar denominadores:
10x—12 = 4x—9 10x—4x=-9 + 12
Ox=3 A partir de ahi, actuaremos como ya sabemos.
k=3 5 x=1
6 2

Para eliminar los denominadores en una ecuacién, se multiplican ambos
miembros por el minimo comun multiplo de todos ellos.

Actividades

1 Resuelve estas ecuaciones: 3 Resuelve:
yx,1_4 p2x,5_1 x_ 1 2x pleX_2_,
5 5 5 3 3 3 3 15 5 2 3 3
2x 2 2x 1 x X 3x 1 5x

_EE 2 1421 5 X e X o1 Sx 1 _ox 4
. D4-F=xr3 D1+ ¥ Iyr3oE V47675
§ 1 3x 3x 1 7x 1 x
g 1,23 LIS T x_Lx
: VT D7 o= 99673
g 2 Halla x en cada caso: 4 Resuelve las ecuaciones siguientes:
g jox_x_1 3x_3_4 3x 2% x4 3x_1_3x 1
: V-7=7273 R VTS 0 b 553
t 5x 1 7x 2 x 1 x 1 x 5 x x
% ~Z i l=x—— fZ2i1== === —— ===
G =3 Do rt=5+* 9773733 V3767375"
:.é, 1 2x 3x 1 4x x
3 e)x+—="—" e x—2X 4 22X X
: 573 471075 2
;_' SOLUCIONES
§ a3 b2 o2 d)-1/3 e5/7 11  3.a)-1 b)1/8 ¢6 d)10 ¢ 3/8
% 2,202 b)4/5 o8 d)2 e) =3/5 4.2) 4/5 b)-1/3 ¢ -1/2 d)5 e) 2
©



Actividades

1 Resuelve estas ecuaciones:
a)é(l —x) +2=3x

x

b)2——(2x— 1) = 0

7 3
d)%—%z%(x—— +x
2 1 1 7

3 2 3 3

2 Resuelve las ecuaciones siguientes:

ol(z, )22 1( 1
212 3 6 2

1 1

b)5(2X—3)+1=§(X—5)_X
4 T\ 2x 2x

2 _ L) A =X

)(9 6>+3 3

¥ EJEMPLO

* Primera fase:

Quitar paréntesis,. ————
* Segunda fase:
Quitar denominadores.

(Para ello, multiplicamos ———— ¢
ambos miembros por 8).

e Tercera fase:

Despejar la incégnita,
reduciendo y
transponiendo términos.

— 9

3 Halla el valor de x

a) 5x—(%+%):

Procedimiento general para la resolucion
de ecuaciones de primer grado

Para resolver ecuaciones de primer grado, conviene organizar el trabajo segtin las
fases que se exponen en el siguiente ejemplo:

x x\ x

Z 31 -====2

F-of1-5)-4

x 3x x
—=-=_2

2 3 4 8

[8x 4, 24x _8x_ ¢

2 4 8

_4x—24 +6x=x-16

[10x—24 = x— 16
10x—x=24—-16
8

Ix=8 = x=—
X x9

en cada caso:

1 1
3(9’“3)

b)5-2<§+1):%+3(§-1)

SOLUCIONES
1.a) 7/9
b) 2
c) =7/15
d) 1/4
e) =5/6
2.a) 1
b) -7/10
c) 3/2
3.a) -1/5
b) 3
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Problemas resueltos

1. Al sumar la tercera parte de un
nimero con su mitad, se ob-
tiene 20. ;De qué namero se
trata?

24 24

3 2
SCCCo| [Cccco
ISESS| (OO0
COoCCO|,|Ico0eC
SSSS| | ©occoco
Scocco| eccce
coccocel cocce

8 + 12 = 20

Actividades

Resolucién de problemas con ecuaciones

En la informacién que aporta el enunciado de un problema, encontramos ele-
mentos conocidos (datos) y elementos desconocidos (incdgnitas).

Si conseguimos codificar algebraicamente todos esos elementos, y relacionarlos
mediante una igualdad, habremos construido una ecuacion.

Resolviendo la ecuacién e interpretando las soluciones en el contexto del enun-

ciado, habremos resuelto el problema.

En esta pdgina, y en las siguientes, verds varios ejemplos del proceso a seguir.

® PRIMER PASO:

El numero ———>

x
Identificar los elementos del pro- S i
blema, expresando algebraicamen- u tercera parte 3
te los que son desconocidos. . x
Sumitad ————— =
2
* SEGUNDO PASO:
. LA TERCERA LA MITAD
Expresar, con una igualdad, PARTE +| DEL |=|20
la relacién que liga los ele- DBI BIGAAERD || IRATED
mentos del problema.
P X4 X220
3 2
* TERCER PASO:
XiX-20 >
2 3
Resolver la ecuacidn. — 2% +3x=120 — 5x=120 —
- x= 120 — x=24

® CUARTO PASO:

Interpretar la solucién de la ecua-
cién dentro del enunciado del pro-
blema y comprobar si es correcta.

Solucién: El nimero buscado es 24.

Comprobacidn:
2—4 + % =8+12=20
3 2

1 Si al triple de un ndmero le restas 8, obtienes 25.
:Qué nimero es?

2 Si a cierta cantidad le restas su tercera parte y le su-
mas su quinta parte, obtienes 13 como resultado.
;Cudl es esa cantidad?

3 Hemos sumado 13 a la mitad de un niimero y hemos
obtenido el mismo resultado que restando 11 a su
doble. ;De qué niimero se trata?

4 La suma de dos niimeros consecutivos es 133. ;Qué
ndmeros son?



2.La pandilla ha entrado a me-
rendar en una bocadilleria.

Un bocadillo cuesta un euro
mds que un sandwich.

Por tres sindwiches y dos bo-
cadillos, pagan 11 euros.

:Cudnto cuesta un sindwich?
:Y un bocadillo?

Actividades

* PRIMER PASO: Identificar y codificar algebraicamente los elementos del proble-
ma.
Coste de un sindwich — «x
Coste de un bocadillo — x+1

* SEGUNDO PAsO: Relacionar, mediante una ecuacidn, los elementos que inter-
vienen.

COSTE TRES SANDWICHES COSTE DOS BOCADILLOS

B e @ |+ ) W) |=11€

e A | —u .

X+X+X (x+1)+(x+1)

3x+ 2+ 1)=11
® TERCER PASO: Resolver la ecuacién.
3x+2(x+1)=11
3x+2x+2=11
5x=11-2 — 5x=9 — x=%

® CUARTO PAsO: Interpretar la solucién dentro del contexto del problema y com-
probar si es correcta.

Solucion:  Coste de un sindwich —— x = % =1,80 €

Coste de un bocadillo —— x+1=1,80+1=2,80 €
Comprobacién:

Coste de tres sindwiches —— 3-1,80 = 5,40 €

Coste de dos bocadillos — 2 -2,80 = 5,60 €

Coste total 11,00 €

5 Un kilo de manzanas cuesta 0,50 € mds que uno de 6 Rosa tiene 25 afios menos que su padre, Juan, y 26

naranjas.

afos mds que su hijo Alberto.

Marta ha comprado tres kilos de naranjas y uno de Entre los tres suman 98 afos.

manzanas por 5,30 €.

¢Cudl es la edad de cada uno?

A A ; o 5
¢A c6mo estdn las naranjas? ;Y las manzanas? ROSA - x

NARANJAS — X }

MANZANAS — x + 0,5

JUAN — x+25
ALBERTO — x—26

COSTE COSTE EDAD EDAD EDAD
3kitos |+| lxmo [=5,30€ DE |+| DE |+ DE = 98 afos
NARANJAS MANZANAS ROSA JUAN ALBERTO
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Recuerda

El perimetro de un poligono es la
suma de las longitudes de los lados.

42 m

15 m

P=15+42+15+42=114m

3. La base de un rectingulo es 8 cm més larga que la altura, y el perimetro
mide 56 cm. ;Cudles son las dimensiones del rectingulo?

* PRIMER PAsO: Codificar algebraicamente los elementos.

Lado menor —— «x
Lado mayor —— x+ 8
Perimetro ——— 56 cm

x+ 8

* SEGUNDO PAsO: Construir la ecuacién.

| SUMA DE LOS LADOS | = | PERIMETRO

x+(x+8) +x+(x+8)=56

* TERCER PASO: Resolver la ecuacién.
x+(x+8) +x+(x+8) =56
X+Xx+8+x+x+8=56

4x+16=56 — 4x=40 — x=10

* CUARTO PASO: Interpretar y comprobar la solucién.

Solucion: Comprobacion:
10 cm Perimetro — 10+ 18+ 10 + 18 =56 cm
10 +8 =18 cm
Actividades
7 Se han necesitado 150 metros de alambrada para cer- 9 De una parcela rectangular se ceden, para calles, 10 m
car una finca rectangular que es el doble de larga que a lo largo y otros 10 m a lo ancho, con lo que la parcela
de ancha. ;Cudles son las dimensiones de la finca? pierde una superficie de 480 m?.

2x

Si el rectdngulo resultante tiene una longitud de 30 m,
scudl es su anchura?

10§ :

8 En un tridngulo escaleno, el lado mediano mide 7 cm .
mds que el lado menory 5 cm menos que el lado mayor.

Si el perimetro mide 52 c¢m, ;cudl es la longitud de 30 10

cada lado?

SUPERFICIE ORIGINAL — 40 - (x + 10)
SUPERFICIE RESULTANTE — 30 . x

o 40 - (x+10)-30 - x

SUPERFICIE PERDIDA 5
— 480 m




E'Iercicios x = roblemas
Consolida lo aprendido utilizando tus competencias

Ecuaciones sencillas

1 VYVV Resuelve mentalmente.
Ax+4=5 b)x-3=6
d)7-x=5 e)9=15-x

o7 +x=10
f2—x=9

2 VUV Resuelve.
a)2x—5+3x+1=3x-2
b)x+7=12x-3—-8x+1
)b6x—1+x=4—-5x+3
d)x+2x+3x—5=4x-9
e)S5%x+4—-6x=7-x-3
£)dx+2+7x=10x+3 +x

3 VVV Quita paréntesis y resuelve.
2)6(x+1)—4x=5x—9
b)18x—13=8—-4(3x—1)

) 3x+5Q2x—1)=8-3(4-5x)
d)5—(4x +6) =3x + (7 — 4x)
e)x—72x+1)=2(6-5x)-13
)11 -5Bx+2) + 7x=1—-8x
g) 13x—5(c+2)=42x—-1)+7

Ecuaciones de primer grado
con denominadores

4 vV Quita denominadores y resuelve.

a)x+%=§ b)%+l=%+x
e)%—l—%=x+%+l

5 vVV Elimina los paréntesis y los denominadores y
resuelve.

2) ZX—%=%(x—3) b)%(Zx— )ox=X

6

C)§_1:2(x_§) d)x—%:%(Zx—ﬁ

6 vvV Elimina denominadores y resuelve.

)1_x+1= _l
3 3
b)l—l_x=x+l
3 2
)3 =1 _ox 2
2
d)x+2_53x=%+1
e) 2x + 3 =x;3
f)£—1= _X+1
5 2
)x+3_x—6:1
5 7
1-x x-1 3x-1
h _
) 3 12 4

Resuelve problemas
con ecuaciones de primer grado

7 YVV Busca un ndmero cuyo doble mds tres unida-
des sea igual a su triple menos cinco unidades.

8 vVV Multiplicando un niimero por 5, se obtiene
el mismo que sumdndole 12.

¢Cudl es ese nimero?

9 VvVV La suma de dos niimeros es 167, y su diferen-
cia, 19.

¢Cules son esos nimeros?

10 vVV Calcula el nimero natural que sumado a su
siguiente da 157.
EL NUMERO — X

SU SIGUIENTE — x + 1

11 YUV La suma de tres ndmeros consecutivos es
135.

;Cules son esos nimeros?

12 VUV Teresa es siete aflos mayor que su hermano
Antonio y dos anos menor que su hermana Blanca.
Calcula la edad de cada uno sabiendo que entre los
tres suman 34 afos.

ANTONIO — X — 7; TERESA — X; BLANCA — X + 2
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13 vVV Una ensaimada cuesta 10 céntimos mds que 20 YVV Ejercicio resuelto
un cruasdn. Tres cruasanes y cuatro ensaimadas han

costado 6 euros Joaquin tiene 14 afos; su hermana, 16, y su

madre, 42. ;Cudntos anos han de transcurrir
para que entre ambos hijos igualen la edad
14 vV Narciso ha comprado en las rebajas dos pan- de la madre?

talones y tres camisetas por 161 €.

:Cudl es el coste de cada pieza?

sCudl era el precio de cada articulo, sabiendo que EDAD HOY | EDAD DENTRO DE X ANOS

un pantalén costaba el doble que una camiseta? JOAQUIN 14 14+ x
HERMANA 16 16 + x
15 vVV Reparte 280 € entre tres personas, de forma MADRE 42 42+ x
que la primera reciba el triple que la segunda, y es-
ta, el doble que la tercera. Dentro de x afos, debe ocurrir que:
1.2 PERSONA —> 6x
2.2 PERSONA —> 2y EDAD DE | . | EDADDE |_| EDAD DE
: JOAQUIN LA HERMANA LA MADRE

3.2 PERSONA — X

16 VYVV Tres agricultores reciben una indemnizacién (14 +2) + (16 + ) =42 +x

de 100000 € por la expropiacién de terrenos para 2x+30=42 +x = x=12

la construccién de una autopista. ., . _
p Solucién: Deben transcurrir 12 afos.

¢Cémo han de repartirse el dinero, sabiendo que
el primero ha perdido el doble de terreno que el

segundo, y este, el triple de terreno que el tercero? 21 V¥V Un padre tiene 38 afios, y su hijo, 11. ;Cudn-

tos anos han de transcurrir para que el padre tenga

17 VvV En la caja d do hay 1140
fl 7 taja de W0 supermercaco hay solo el doble de edad que el hijo?

euros repartidos en billetes de 5, 10, 20 y 50 euros.
Sabiendo que: 29

YVV Dos ciclistas parten simultineamente; uno,
— Hay el doble de billetes de 5 € que de 10 €. de A hacia B, a la velocidad de 24 km/h, y el otro,
— De 10 € hay la misma cantidad que de 20 €. de B hacia A, a 16 km/h. Si la distancia entre Ay B

es de 30 km, ;cudnto tardardn en encontrarse?
— De 20 € hay seis billetes mds que de 50 €.
TIEMPO HASTA EL ENCUENTRO —> x (horas)

;Cudntos billetes de cada clase tiene la caja?
DISTANCIA RECORRIDA POR EL PRIMERO —> 24x

18 YVV Se han repartido 500 litros de gaséleo, a par- DISTANCIA RECORRIDA POR EL SEGUNDO — 16x

tes iguales, en dos barriles.
23 VvV Un ciclista sale de cierta poblacién, por carre-

tera, a la velocidad de 22 km/h. Hora y media des-
pués, sale en su bisqueda un motorista a 55 km/h.
¢Cudnto tardard en darle alcance?

¢Cudntos litros se han de pasar de uno al otro para
que el segundo quede con el triple de cantidad que
el primero?

19 vVV Un hortelano siembra la mitad de su huerta 24
de pimientos; la tercera parte, de tomates, y el res-
to, que son 200 m?, de patatas. ;Qué superficie tie-

Y VV Se han pagado 66 € por una prenda que esta-
ba rebajada un 12%. ;Cudl era el precio sin rebaja?

ne la huerta? PRECIO ORIGINAL — X
SUPERFICIE HUERTA — X 12x

REBAJA — ——
PIMIENTOS — x/2 100
TOMATES — /3 , ECUACION —> x— 2% _ 66
PATATAS — 200 m 100



Ejercicios

Consolida lo aprendido utilizando tus competencias

25 VvV Laura ha comprado una falda y una blusa por
66 €. Ambas tenian el mismo precio, pero en la
falda le han hecho un 20% de rebaja, y en la blusa,
solo un 15%. ;Cudnto costaba cada prenda?

26 VvV Para delimitar en una playa una zona rectan-
gular, el doble de larga que de ancha, se han necesi-
tado 84 m de cinta.

¢Cules son las dimensiones del sector delimitado?

27 vvV La amplitud de uno de los dngulos de un
tridngulo es 13 grados mayor y 18 grados menor,
respectivamente, que las amplitudes de los otros dos
dngulos.

Calcula la medida de cada dngulo.

x+ 18

X x—13

Autoevaluacion

:Reconoces si un valor es solucién de una ecuacién?
1 ;Cudl de los valores x =1, x=2, x=4, x=9,

2
x=—-1/2 essolucién de la ecuacién = —Vx + 12

5

:Resuelves ecuaciones sencillas, sin denominadores?
:Y con denominadores?

2 Despeja la incégnita y resuleve la ecuacién.

aA)x+4=3 b)3=x-2
c)5—x=3 d) 20 = 5x
3 Resuelve.

a)7x—3—-2x=6+3x+1
b)l -4x—-6=x—-3-02x—-1)

oroblemas

Analiza y exprésate

28 VvV Estudia el problema siguiente y explica como
se ha construido la ecuacién:
Caleula el perimetro de esta finca, sabiendo que tiene
una superficie de 129 hectdreas.
6 hm

9 hm

3x—1

x+3

Resolucién

15-(Bx—1)—-9x =129

45x—15-9x =129

36x=144 — x=4

Perimetro=9 +4+6+11+15+7=52hm

4 Resuelve.
al)l—£=x+2
5 5
_5x 3
b)x-o =% 1
2x x 1 2
2% _4fx_1)_ 2
93 (5 6) 15

¢Utilizas las ecuaciones como herramientas para re-
solver problemas?

5 Si la tercera parte de un ndmero le sumas su cuarta
parte, obtienes 14. ;Cudl es el nimero?

6 Dor seis tortas y cuatro bollos, Raquel ha pagado seis
euros. Averigua el precio de unas y otros, sabiendo
que una torta cuesta el doble que un bollo.
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7 Sistemas

de ecuaciones

Los escritos de los matemdticos de Babilonia incluyen
ya algunos sistemas de ecuaciones relacionados con
sencillos problemas cotidianos, que resolvian apelan-
do al ingenio en cada caso particular, sin intentar de-
sarrollar un método general. Y algo parecido les ocu-
11i6 a los egipcios y después a los griegos.

Los chinos, en el siglo 11 a.C., avanzaron mucho en
ese terreno, llegando a resolver con toda soltura los
sistemas de ecuaciones. Pero ese saber no llegé a occi-
dente hasta muchos siglos més tarde.

En Europa, la aparicién del algebra simbdlica a partir
del siglo xv, y su progresivo perfeccionamiento en los
siglos posteriores, permiti6 el despegue definitivo del
dlgebra que engloba el aprendizaje de los métodos de
resolucién de ecuaciones y, paralelamente, el de los
conjuntos de varias ecuaciones con varias incognitas
(sistemas de ecuaciones).

S
o
©
N
S
E
©
2
e}
o
Q
Q
Q
2
k]
s
k5
©
=
o
[}
w
°.
o
(2]
©
2
E
£
o
[
=
<
2]
e
s
<
P4
<
o
a
]
v
O]
©

DEBERAS RECORDAR

M Algunas operaciones bdsicas con expresiones alge-
braicas.

W Cémo se calcula el valor numérico de una expre-
sidn algebraica.

M Cémo se reducen y transponen los términos en
una ecuacion.




V EJEMPLO

Ecuaciones de primer grado con dos incégnitas

Una ecuacién de primer grado con dos incdgnitas expresa la relacién existente
entre dos valores desconocidos.

Forma general

Toda ecuacidn lineal puede escribirse
en la forma

ax+by=c

donde 4, 6 y ¢ son valores cono-
cidos.

Actividades

1 Averigua cudles de los siguientes pares de valores son
soluciones de la ecuacién 3x—4y = 8.

x=4 x=3
a){yﬂ b){y=2

d x=1 x=—4
){y=—1 e){y=—5

En la siguiente balanza, no conocemos ni el peso de una pelota (x) ni el del

dado (p):

Pero podemos afirmar que:

3x+y=45

Observa que el par de valores x =10, y =15 hace cierta la igualdad:
3.10+15=45

Decimos entonces que ese par de valores es una solucién de la ecuacién. Sin
embargo, la solucién no es Gnica. Observa que hay otros pares que también
verifican la igualdad:

x=5
=30

Por tanto, si quisiéramos determinar los pesos de una pelota y del dado, nece-
sitarfamos mds datos.

x=28

}3-5+30=45
y=21

}3-8+21=45

En realidad, dando a x un valor cualquiera, se obtiene un valor correspondien-
te para y; es decir, la ecuacién tiene infinitas soluciones.

* Las ecuaciones de primer grado con dos incégnitas reciben el nombre de
ecuaciones lineales.

* Una solucién de una ecuacidén lineal es un par de valores que hace cierta la

igualdad.

* Una ecuacién lineal tiene infinitas soluciones.

3 Copia y completa en tu cuaderno la tabla, con solu-
ciones de la ecuacién 3x +y = 12.

2 Busca tres soluciones diferentes de esta ecuacién:

2x—y=5

9 {x= 0 x| 0 3 5 | -1 3
y=-2 y 9 0 18
SEh 3
) y=1/4 4 Reduce a la forma general las siguientes ecuaciones:
a)2x—5=y b)yzxz1
ox—3=2(x+y) d)X;)/zx;I
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Il Representacion grafica de una ecuacion lineal

Para obtener distintas soluciones de una ecuacién lineal, se suele despejar una de
las incégnitas y dar valores a la otra.

Los valores se recogen, ordenados, en una tabla.
Tomemos, por ejemplo, la ecuacién relativa a la balanza de la pagina anterior:

3x+y=45 Y

\L Despejamos .

y=45-3x 40
.. 30
Dando distintos valores a x, obte-
nemos los correspondientes de . 20
X 0 5 10 | 15 | 20 | -5 [0
X

y | 45|30 15| 0 —15 60 — TR

=10

Al representar estos valores en el plano, quedan
alineados en una recta.

* Cada ecuacién lineal tiene una recta asociada en el plano.

¢ Cada punto de esa recta representa una de las infinitas soluciones de la ecua-

Y
10 cién lineal.
8
6 Ejercicio resuelto
4
5 Representar grificamente la ecuacién 3x—2y—6=0.
X * Despejamos y para construir la tabla de valores:
—6 -4 -2 4 6 8
/ 3x—2y—-6=0
3x—6=2y X | 6| -4 =2 0 2 4
36 G y -12/-9-6|-3|0
y= Jy= 3
* A la izquierda puedes ver la representacion gréfica.

Actividades
5 Completa la tabla para cada ecuacién y representala 6 Representa graficamente.
recta correspondiente (hazlo en tu cuaderno). 2) 2x—y-=1 b)2x+y=1
)x—y=0 = y=x b)x—2}/=2—)y=ﬂ
2 x x
c)y:§+3 d)yzz—l

X | -6|-4|-2,01|2|4]|6

y e)x+3y=3 f)2x—-3y-3=0



Sistemas de ecuaciones lineales

. . . ax+ by=c
* Dos ecuaciones lineales forman un sistema: § ' '
ax+bly=c

¢ La solucidén del sistema es la solucién comun a ambas ecuaciones.

V¥V EJEMPLO
. L . 3x— y=3
Las dos ecuaciones siguientes forman un sistema:
x—2y=-4
Observa las tablas de soluciones de cada ecuacién:
x—2y=—4 : B B X+ 4

Solucin 3x—y=3 = y=3x-3 x—2y=—4 = y= >
X X | -1]0 1 2 |3 |.. x 2|0 6
y |-6|-3|01|3/|6|.. y | 1|2 |3 | 4]|5

3x—y=3 x=2

La solucién del sistema es el par de valores que satisface ambas ecuaciones.
y=3

Observa, en la representacion gréfica, que las dos rectas pasan por el punto

(2, 3); es decir, se cortan en dicho punto.

x=2 La solucién de un sistema de ecuaciones lineales coincide con el punto de corte

SOLUCION DEL SISTEMA: .
y=3 de las rectas que representan a las ecuaciones.

Il Casos especiales

SISTEMAS SIN SOLUCION SISTEMAS CON INFINITAS SOLUCIONES
Las ecuaciones son incompatibles. Las ecuaciones son equivalentes.
Las rectas son paralelas. Las rectas se superponen.
—2y=2 - y=2
Por ejemplo: sl Por ejemplo: =7
x—2y=06 2x—2y=4
—
_— /
Actividades
1 Representa graficamente y escribe la solucién. 2 Representa gréficamente.
x+y=4 b y=2+x/2 2 x—y=3 b) 2x—3y—-6=0
x—y=2 y=4-x/2 2x+y=0 2x+ y+2=0
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Método algebraico para la resolucion de sistemas lineales

Vamos a aprender una técnica para resolver sistemas de ecuaciones lineales.
Consiste en obtener, a partir de las dos ecuaciones, otra ecuacidn con una sola
incdgnita. Resuelta esta, es ficil obtener el valor de la otra incégnita.

Bl Método de sustitucion

Se despeja una incégnita en una de las ecuaciones y la expresién obtenida se
sustituye en la otra ecuacién.

Ejercicio resuelto

N . 3x— y=3
Resolver por sustitucién este sistema:
x+2y=8
a) Despejamos, por ejemplo, x en la segunda ecuacién:
{3x - y=3

x+2y=8 — X=

b) Sustituimos la expresién obtenida en la primera ecuacién:

/

x+2y=8

3"‘723} > 38-2)-y-3

x=8— 2_)/ —
\ i)
/ ¢) Ya tenemos una ecuacién con una sola incégnita. La resolvemos:

21
38-2y)—y=3 > 24-6y—y=3 > 7y=21 > y=" — [y=3
( y) —y ) =) J J 7

d) Sustituimos el valor y =3 en la expresion obtenida al despejar x, y calcu-
lamos:

x=8-2y > x=8-2-3 %

x=2

Solucion del sistema —
y=3

Actividades

1 Resuelve por sustitucién y comprueba que obtienes 2 Resuelve por sustitucién y comprueba las soluciones

las soluciones que se adjuntan abajo. que se ofrecen.

2 y=x b) x=2y 2 x+2y=11 b) 2x+ y=1
2x—y=3 x+3y=10 3x— y=5 5x-3y=0

0 y=x+1 d y=2x-5 9 x+2y=1 d x— y=3
3x—2y=7 dx—y=9 2x+3y=4 7x=3y=5

SOLUCIONES SOLUCIONES

a)x=3 b)x=4 x=9 d)x=2 a)x=3 b)x=3 c)x=5 d)x=-1
y=3 y=2 y=10 y=-1 y=4 y=5 y=-2 y=—4



blemas.

Resolucion de problemas con ayuda
de los sistemas de ecuaciones

Los sistemas de ecuaciones suponen una potente herramienta para resolver pro-

Estudia con detenimiento los ejemplos que tienes a continuacién, pues repre-

sentan problemas tipo que te servirdn de modelo para resolver otros similares.

Problemas resueltos

Tesaco 5 aﬁos.J

mentos:

Y entre los dos,
21 afios

X=y+5
x+y=21

1. Pepa tiene 5 afios mds que su hermano Enrique, y entre los dos suman
21 afios. ;Cudl es la edad de cada uno?

a) Identifica los elementos del problema y codificalos algebraicamente:
EDAD DE PEPA — X

EDAD DE ENRIQUE — jy

b) Expresa, mediante ecuaciones, las relaciones existentes entre esos ele-

PEPA TIENE § ANOS MAS QUE ENRIQUE. — X =) + 5}

LA SUMA DE LAS EDADES ES 2I. — x + y =21

c) Resuelve el sistema:

=21 2 =21
}—)(y+5)+y — 2y+5 N

X

- 2y=21-5 > 2=16 >

x=y+5 > x=8+5 —)

d) Interpreta la solucién en el contexto del problema y compruébala:

Solucidn: Pepa tiene 13 anos, y su hermano, 8 anos.

Comprobacidn: {

Actividades
1 En una clase hay 29 alumnos y alumnas, pero el na-
mero de chicas supera en tres al de chicos.
:Cudntos alumnos y cudntas alumnas hay en la clase?

CHICOS — X CHICAS — y

CHICOS + CHICAS = 29
CHICAS = CHICOS + 3

13=8+5
13+8 =21

2 La suma de dos niimeros es 12, y el triple del menor
supera en una unidad al doble del mayor.

;Cudles son esos niimeros?

N.” MENOR — Xx N.° MAYOR —
MENOR + MAYOR = 12
TRIPLE DEL MENOR = DOBLE DEL MAYOR + 1
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2.La semana pasada, dos entradas para el cine y una caja de palomitas
nos costaron 10 €.

Hoy, por cuatro entradas y tres cajas de palomitas hemos pagado 22 €.

:Cudnto cuesta una entrada? ;Y una caja de palomitas?

a) Identifica y codifica algebraicamente los elementos del problema:
PRECIO DE UNA ENTRADA —> X

PRECIO DE UNA CAJA DE PALOMITAS — §

b) Expresa, mediante ecuaciones, las relaciones existentes entre los elemen-

tos:
COSTE DE 2 ENTRADAS 2x+y
Y 1 CAJA DE PALOMITAS } < 10 € = 2x+y=10
COSTE DE 4 ENTRADAS < 4x + 3y
— 4x+3y=22
Y 3 CAJAS DE PALOMITAS 22 €

c) Resuelve el sistema de ecuaciones:

2+ y=10 | ——> y=10-2x
dx + 3y =22

4x+3(10-2x) =22 — 4x+30 - 6x=22 > 2x=8 —
y=10-2-4 —
d) Interpreta la solucién en el contexto del problema y compruébala:
Solucion: Una entrada cuesta 4 €, y una caja de palomitas, 2 €.

2.4+1.2=8+2=10

Comprobacion:
4-4+43.2=16+6=22

Actividades

3 He comprado tres boligrafos y un rotulador por 6€. 4 En la fruteria, un cliente ha pagado 3,90 € por un
kilo de naranjas y dos de manzanas. Otro cliente ha
pedido tres kilos de naranjas y uno de manzanas, y
ha pagado 5,70 €. ;Cudnto cuesta un kilo de naran-
¢Cudnto cuesta un boligrafo? ;Y un rotulador? jas? ;Y uno de manzanas?

I/ 4 [
/-I-// =» 9,25 €

Mi amiga Rosa ha pagado 9,25 € por dos boligrafos
y tres rotuladores.




Ejercicios

Consolida lo aprendido utilizando tus competencias

Sistemas de ecuaciones.
Resolucion grafica

1 VUV Resuelve graficamente.
2) x+ y=1
x—2y=-5
b) x—2y=4
3x— y=-3

2 vV Observa el grifico y responde.

/‘2x—3y+1,=0//13x—y:2’ I

a) Escribe un sistema cuya solucién sea x =2, y=4.

b) Escribe un sistema cuya solucién sea x=0, y=5.

¢) Escribe un sistema sin solucién.
Sistemas de ecuaciones.
Resolucion algebraica

3 YVV Resuelve por sustitucién despejando la incég-
nita més adecuada.

2 2x+3y=38 b) x=2y=7
S5x— y=3 2x-3y=13
0 x+4y=1 d S5x—2y=-5
2x— y=—7 4x—-3y=3

Resuelve problemas
con sistemas de ecuaciones

4 vV La suma de dos nimeros es 57, y su diferen-
cia, 9.

¢Cules son esos niimeros?

5 YVV Entre Alejandro y Palmira llevan 15 euros. Si
él le diera a ella 1,5 €, ella tendria el doble.

¢Cudnto lleva cada uno?

oroblemas

6 vVV Un ciclista sube un puerto y, después, des-
ciende por el mismo camino. Sabiendo que en la
subida ha tardado 23 minutos mds que en la bajada
y que la duracién total del paseo ha sido de 87 mi-
nutos, scudnto ha tardado en subir? ;Y en bajar?

7 VVV En cierta cafeterfa, por dos cafés y un refresco
nos cobraron el otro dia 2,70 €. Hoy hemos toma-
do un café y tres refrescos y nos han cobrado 4,10 €.

;Cudnto cuesta un café? ;Y un refresco?

8 YVV Un puesto ambulante vende los melones y las
sandias a un tanto fijo la unidad. Andrea se lleva 5
melones y 2 sandias, que le cuestan 13 €. Julidn
paga 12 € por 3 melones y cuatro sandias.

;Cudnto cuesta un melén? ;Y una sandia?

9 YVV Una tienda de articulos para el hogar pone a
la venta 100 juegos de cama a 70 € el juego. Cuan-
do lleva vendida una buena parte, los rebaja a

50 €, continuando la venta hasta que se agotan. La
recaudacién total ha sido de 6600 €.

:Cudntos juegos ha vendido sin rebajar y cudntos
rebajados?

10 VvV En el zoo, entre bufalos y avestruces hay 12
cabezas y 34 patas. ;Cudntos bufalos son? ;Y aves-
truces?

v Biifalos — x
Avestruces — y
Patas de bifalo — 4x

Patas de avestruz — 2y

11 vVvV Ciristina tiene el triple de edad que su prima

Maria, pero dentro de diez anos solo tendrd el do-
ble. ;Cudl es la edad de cada una?

II%J ~
HOY DENTRO DE 10 ANOS
CRISTINA x x+ 10
MARIA y y+10
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12 vVvV La base de un rectingulo es 8 cm mads larga
que la altura, y el perimetro mide 42 cm. Calcula
las dimensiones del rectidngulo.

= x

Diferencia entre los lados:
x—y=38
Perimetro: x +y +x+y =42

13 VVV Para cercar una parcela rectangular, 25 me-
tros mds larga que ancha, se han necesitado 210
metros de alambrada. Calcula las dimensiones de la
parcela.

Analiza y describe. Exprésate

14 VvV A continuacién tienes un problema resuelto
de dos formas. Indica sus diferencias e incluye las
explicaciones oportunas para aclarar su desarrollo.

Un camidon parte de cierta poblacién a 90 km/h. Diez
minutos después sale un coche a 110 km/h. Calcula el
tiempo que tarda en alcanzarlo y la distancia recorri-

da desde el punto de partida.

Autoevaluacion

:Representas en el plano ecuaciones de primer grado
con dos incégnitas?

1 Representa graficamente las ecuaciones siguientes:
a)y=2x-1
b)2x+3y—3=0

:Resuelves grificamente sistemas de ecuaciones li-
neales?

2 Resuelve grificamente este sistema:

x+y=7
3x-y=9

Solucién A

VELOCIDAD | TIEMPO | DISTANCIA
COCHE 110 x y
CAMION 90 x + 10/60 ¥

x=3M4h
y=825km

y=110x

110x = 90(x + 1/6
y=90(x+1/6)} =900 )}

Solucion: Tarda 45 minutos y recorren 82,5 km.

Solucién B

Distancia coche — 4

Tiempo coche — distancia/velocidad = 4/100
Tiempo camién — distancia/velocidad = 4/90

| TiEMPO caMION |=| T.cocHE + 1/6h |

:Conoces y aplicas métodos algebraicos (sustitucién, re-
duccién, igualacién) para resolver ecuaciones lineales?

3 Resuelve por el método de sustitucion:
x— y=0
2x+3y=7
;Utilizas los sistemas de ecuaciones como herra-
mientas para resolver problemas?

4 La suma de dos nimeros es 977, y su diferencia, 31.
¢Cuiles son esos nimeros?

5 En la cafeteria, ayer pagamos 3 € por dos cafés y una
tostada. Sin embargo, hoy nos han cobrado 6,30 €
por tres cafés y tres tostadas. ;Cudnto cuesta un café
y cudnto una tostada?



8Teorema

de Pitagoras.
Semejanza

Los teoremas de Pitdgoras y de Tales son dos impor-
tantisimos resultados geométricos. Sin duda has oido
hablar del primero, aunque, acaso, atin no conozcas el
segundo. Ambos se estudian en esta unidad.

Tales y Pitdgoras fueron dos grandes matemdticos de

la Antigiiedad (siglo v1 a.C.). Impulsaron el pensa-
miento griego y crearon la matemdtica deductiva. Sin |
embargo, es curioso que ninguno de ellos demostré el
teorema que lleva su nombre: ambos logros hay que
atribuirselos a Euclides.

Tales, gran viajero, aprendié las matemdticas egipcias
y babilonias. Se cuenta que calculé la alturade unade |
las pirdmides midiendo su sombra y compardndola
con la sombra arrojada por un bastén. Se trata de una .
aplicacién del teorema que lleva su nombre. Pero no  mg
lo demostré. |

Hace mds de 3000 afios, tanto egipcios como babi-
lonios manejaban tridngulos rectingulos con lados de
medidas enteras (3, 4 y 5 los egipcios; 5, 12 y 13 los
babilonios) con los cuales construfan dngulos rectos.
Pitdgoras conocid, indudablemente, estos resultados.
Su mérito fue que enuncié el teorema en forma gene-
ral, relacionando las dreas de los cuadrados construi-
dos sobre los lados de cualgquier tridngulo rectangulo.

Euclides de Alejandria escribié sus Elementos en torno
al ano 300 a.C. Se trata de un conjunto de 13 libros
en los que recopila, amplia y organiza todo el saber
matemdtico de su época, aportindole una sdlida es-
tructura légica. En el libro I demuestra el que ahora
llamamos reorema de Pitdgoras. En el libro VI, el zeo-
rema de Tales.
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DEBERAS RECORDAR
M Cémo se describen los tridngulos.

M Cémo se calculan las dreas de algunas figuras pla-

nas.
e BV
l ¥ 2/




Son trianqulos rectanqulos

sRecuerdas (pdgina 207) el tridngu-
lo de cuerda con el que los egipcios
construfan dngulos rectos?

Puedes comprobar que, efectivamen-
te, al sumar los cuadrados de los lados
menores se obtiene el cuadrado del
lado mayor:

32, 42_52
Lo mismo ocurre con el tridngulo ba-
bilonio:

52 4+ 122 =132

Teorema de Pitagoras. Aplicaciones

En un tridngulo rectdngulo, los lados menores son los que forman el 4ngulo recto.
Se llaman catetos. El lado mayor se llama hipotenusa.

b y ¢ son los catetos.

a es la hipotenusa.

El teorema de Pitdgoras dice que:
a’=b%+ c?

Es decir, el drea del cuadrado construido sobre la hipotenusa es igual a la suma
de las dreas de los cuadrados construidos sobre los catetos.

Y esto es verdad solamente si el tridngulo es rectidngulo.

Para ver que es cierto, que siempre que el tridngulo es recténgulo ocurre esto,
analiza este curioso puzle:

Los dos cuadrados grandes, de lado & + ¢, son iguales. Si a cada uno de ellos le
suprimimos cuatro tridngulos iguales al tridngulo inicial, queda:

a* en el primero
b? + ¢ en el segundo

Por tanto, ha de ser 2 = b2 + ¢2.

1 Dibuja en un papel aparte un cuadrado como los de
arriba, de lado 4 + ¢. Recérralo.

Dibuja cuatro triangulitos rectdngulos iguales, de la-

dos 4, b y c. Recértalos.

Situando los triangulitos sobre el cuadrado de una for-
ma (I) u otra (II), podrds reproducir las dos composi-
ciones que se dan arriba. Se demuestra, asi, el teorema

de Pitdgoras.
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Il Conociendo los dos catetos, calcular la hipotenusa

Si de un tridngulo rectidngulo conocemos los dos catetos, podemos calcular la

ca? hipotenusa: &% = b2+ > — a=Vb>+c?.
b
¢ Problema resuelto
2_p2, 2
“ te Para sostener un poste de 1,5 m de alto, lo sujetamos con una cuerda
‘1’2 . atada a 2,6 m de la base del poste. ;Cudl es la longitud, /, de la cuerda?
a=\b"+c
|f [2=1,52+2,6%=9,01
£ I Si /2=9,01, entonces /=V9,01.
0
- Con calculadora obtenemos /= 3,002 m.
Solucion: La cuerda mide 3 m, aproxi-
——2am —  madamente. Escribimos /=3 m.
Il Conociendo la hipotenusa y un cateto, calcular el otro
Si de un tridngulo rectingulo conocemos la hipotenusa y un cateto, podemos
P calcular el otro cateto:
b

2 2 2 A ;2 2
cc=a*—b- = c=Na"-b
2 62/

2
. a‘=b
T~ s bV
r=a?-b?
\
ey Problema resuelto

La cuerda de una cometa mide 85 m, y esta se encuentra volando sobre una
caseta que estd a 63 m de Lucia. ;A qué altura sobre el suelo estd la cometa?

h?+ 632 =852
h2=852-632=7225-3969 = 3256
h=v3256 =57 m

Solucién: La altura es aproximadamente 57 m
mds la altura de la mano de Lucia.

Actividades

2 Halla la longitud de la hipo- 4 Los catetos de un tridngulo rectdngulo miden 33 m y
§ cm tenusa. 27 m. Halla la longitud de la hipotenusa aproximan-
do hasta los decimetros.
15 cm
Halla la longi 1

3 <, alla la .ongltud del carero 5 La hipotenusa de un tridngulo rectdngulo mide 24 dm,

% desconocido. _
y un cateto, 19 dm. Halla la longitud del otro cateto

29 dam aproximando hasta los centimetros.



Ejercicios resueltos

1. Las dimensiones de un rec-
tingulo son 2 = 10 cm,
b =24 cm. Calcular la longi-
tud de la diagonal.

2. El lado de un rombo mide
14 cm, y una de sus diagona-
les, 20 cm. Hallar la longitud
de la otra diagonal.

3. Hallar la altura de un trapecio
rectingulo cuyas bases miden
43 my 28 m, y el lado obli-
cuo, 25 m.

4. Las bases de un trapecio isés-
celes miden 23 m y 37 m. Su
altura es de 11 m. Hallar su
perimetro.

Actividades

Mas aplicaciones del teorema de Pitagoras

Hay multitud de figuras planas en las que aparecen tridngulos recténgulos. Esto
permite relacionar algunos de sus elementos mediante el teorema de Pitdgoras.

Veamos algunos tridngulos rectdngulos detectados en cuadrildteros:

/ b’ b'
42
a2
Z N A
b b—b' b-"b'
-« b —> 2 b
Lo J d=\242+ 102 =676 = 26
10 cm
La diagonal mide 26 cm.
24 cm
2. _ 20 cm
14 cm x=V142-10% =\96 =9,797958...
X
" x=98cm = 4’=2-9,8=19,6cm
10em La otra diagonal mide 19,6 cm.
3. 28 m 43 -28 =15
a=V252-15% =400 =20 m
25 m
“ La altura mide 20 m.
15
43 m
4. 23 m 37-23=14; 14:2=7
ol N /=112 +7% =170 =13,038... ~ 13 m
7 Perimetro =23 + 37 + 13 + 13 =86 m
37 m

El perimetro es 86 m.

1 La diagonal de un rectdngulo mide 65 cm, yunodesus 3 En un trapecio rectdngulo, las bases miden 45 cm y

lados, 33 cm. Halla su perimetro.

30 cm, y su altura, 8 cm. Halla su perimetro.

2 Las diagonales de un rombo miden 130 cm y 144 cm. 4 Halla la altura de un trapecio isdsceles cuyas bases mi-

Calcula su perimetro.

den 8,3 my 10,7 m, y el otro lado, 3,7 m.
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Il Triangulos rectangulos en los poligonos regulares
y en la circunferencia

[ =lado 7 = radio r = radio
a = altura / =lado ; d = distancia
/ 4 = apotema o \¢=cuerda
o‘
112

12

Ejercicios resueltos

1. Hallar la altura de un tridngu- 1.
lo equildtero de 12 m de lado. . 2=V122_62 =108 = 10,4 m
m
La altura mide 10,4 m.
6m

2. Hallar la apotema de un hexa- 2.
gono regular de 8 cm de lado.

En un hexdgono regular, el radio es igual al

lado: =/
a=\8%—4? :\/47z6,9cm

La apotema mide 6,9 cm.

3. En un octégono regular, el ra- 3.
dio mide 13 cm, y la apotema, ' x=V132-12% =V25 =5cm
12 cm. Ha.llal‘ su pel‘lmetro. Lado /= 2 . 5 - 10 Cm; 10 . 8 — 80 cm
El perimetro es 80 cm.
4. En una circunferencia de radio 4.
29 cm trazamos una cuerda de c=40cm — ¢/2=20cm
40 cm. ;Cudl es la distancia A
¢ i X d=\292-20% V441 =21 cm
del centro de la circunferencia
ala cuerda? La distancia es de 21 cm.

Actividades
5 Halla la altura de un tridngulo equildtero cuyo perime- 7 Calcula el perimetro de un pentdgono regular de radio
tro mide 45 m. 21 cm y apotema 17 cm.
8 Una recta pasa a 28 cm de una circunferencia de 53 cm
6 Calcula la apotema de un hexdgono regular de 37 cm de de radio. Halla la longitud de la cuerda que determina
lado. en ella.



Figuras semejantes

La maqueta de la moto de la izquierda es igual que la moto auténtica en forma,
color, ... en todo salvo en el tamafio. La moto y su maqueta son figuras semejantes.
La razén de semejanza es 1:10, porque 1 dm de la maqueta corresponde a 10 dm
= 1 m de la moto real.

Por lo mismo, el plano del circuito es semejante al circuito real. Y la fotografia es
semejante al conjunto que formaban el director del equipo, el piloto y la moto
en ese momento.

Veamos cudl es la razén de semejanza en el plano:

lcm — 20 m =200 dm = 2000 cm

La razén de semejanza es 1:2000. Se lee 1 es a 2000, y quiere decir que cualquier
longitud medida sobre el plano se multiplica por 2000 para obtener la longitud

real.

Dos figuras distintas son semejantes cuando solo difieren en su tamafio. En
tal caso, los segmentos correspondientes son proporcionales. Es decir, cada
longitud en una de ellas se obtiene multiplicando la longitud correspondiente
en la otra por un nimero fijo, llamado razén de semejanza.

V¥ EJEMPLO

Con una fotocopiadora hemos reducido el dibujo de la izquierda obteniendo
el de la derecha. ;Cudl ha sido la reduccién?

J

e

Si dividimos cualquier segmento de la segunda figura por el correspondiente
de la primera, el cociente es 0,8.

16

Por ejemplo: los de la izquierda — 0 0,8
los de arriba — 6é4 =0,8
10
los de la derecha — =0,8
12,5

Esta (0,8) es la razén de semejanza que transforma la primera figura en la
segunda.

Las fotocopiadoras expresan la razén de semejanza en tantos por ciento. En
este caso, es del 75%.
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Problema resuelto

En las cercanias de la Torre Eiffel hay puestos en los que se venden re-
producciones suyas de tamafos diversos. Nos fijamos en dos de ellas: una
mide 30 cm de altura, y la otra, 12 cm de altura.

a) ;Son figuras semejantes? ;Cudl es la razén de semejanza?

b)El lado de la base de la mayor es 10 cm. ;Cudl es el lado de la base de
la pequeiia?

©) Si el lado de la base de la auténtica Torre Eiffel es 108 m, ;cudl es su
altura?

a) Si, son semejantes porque tienen la misma forma; es decir, solo difieren en

el tamafio. La razén de semejanza es iERE 2,5.
10 [/ 12-10
b)—=— —> /= =4
30" 12 30
Se podria haber obtenido asi: /= 21(; =4 cm

c) La relacién 30 cnere la altura y el lado de la base se cumple también en la
torre real.

altura _ 30

108 m 10

La altura real de la Torre Eiffel es 324 m.

— altura = % =324 m

1 Toma una hoja de papel cuadriculado y dibuja sobre =~ 2 Dibuja un tridngulo de lados 3 cm, 4 cm y 5 cm.
ella una ampliacién del dibujo de abajo al doble de Construye otro tridngulo cuyos lados sean el doble

tamano.

de largos.

Observa que ambos tridngulos tienen la misma for-

ma, son semejantes. ;Cudl es la razén de semejanza?

3 Las dimensiones de un rectdngulo son 2 cm y 3 cm.

A

¢Cudles de los siguientes rectingulos son semejantes a

N

™~ é12:

a) 36 cmy 54 cm b) 12 cm y 20 cm

0l0cmy 15 cm d) 45 cmy 70 cm

Di, también, cudl es la razén de semejanza en aque-

llos casos en los que los rectingulos sean semejantes.




Semejanza entre triangulos rectangulos. Aplicaciones

Los tridngulos rectdngulos son especialmente importantes. Veamos algunos cri-
terios por los cuales se comprueba muy ficilmente si dos tridngulos rectdngulos
son o no semejantes.

Dos tridngulos rectdngulos que tengan un dngulo agudo igual son semejantes.

Pues, en tal caso, se pueden poner en
posicién de Tales.

Il Calculo de la altura de un objeto vertical
a partir de su sombra

Para calcular la altura de un 4rbol, AB, procedemos del siguiente modo:

BV
. ¢ Clavamos en el suelo, verticalmente, una estaca AB".
* Medimos la longitud de la estaca, A'B’, y de las sombras, AC y A'C', del 4r-
X bol y de la estaca, respectivamente, proyectadas por el Sol en el mismo instante.
A (o

Los tridngulos ABC y AB'C’ son semejantes porque tienen dos dngulos respec-
tivamente iguales:

.IC R
A =

’

porque los dos son rectos.

C=C porque los rayos del Sol inciden sobre el drbol y la estaca con el mismo
dngulo.

L

P A A A R AT

Puesto que los tridngulos son semejantes, sus lados son proporcionales:

B AC

.'.l P 1 r_ ; AB  AC

) Como conocemos AC, A'B’ y AC, podemos calcular la altura del drbol, AB.
Los rayos del Sol llegan a la Tierra para-

lelos unos a otros.

Problema resuelto
En la descripcién anterior, calcular la altura del 4rbol sabiendo que:

longitud de la estaca = 1,6 m; sombra del 4rbol = 3,5 m; sombra de la
estaca = 0,7 m.

AB _35 , 7p_16:35

16 0,7 0,7

Solucién: El 4rbol mide 8 m.
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Il Calculo de la altura de un objeto vertical
sin recurrir a la sombra

El chico lanza una visual desde el borde de la mesa al punto méds alto de la casa.
Estando en esa posicién, mueve la regla, situdndola de modo que su extremo
quede alineado con la visual (la mesa debe estar en posicién horizontal, y la regla,
en vertical).

Los tridngulos rectdngulos, de catetos a4, & y d, ¢, son semejantes, pues se en-
cuentran en posicién de Tales. Por tanto:

==
Conociendo @, b y d, secalcula ¢. La altura de la casa es igual a ¢ mids la
altura de la mesa.

c_b
a

Problema resuelto

En la descripcién anterior, calcular la altura de la casa sabiendo que:

longitud de la regla, & =35 cm; distancia del borde de la mesa al pie de
la regla, 2 =50 cm; distancia del borde de la mesa a la casa, d = 4,5 m;
altura de la mesa = 80 cm.

Expresamos todas las distancias en metros.

c b% c_0,35_>c=4,5-0,35

d a 45 0,5 0,5
3,15+0,8=3,95m

Solucién: La altura de la casa es de 3,95 m.

=3,15m

1 Calcula la altura de un edificio que proyecta una 2 Las sombras de estos drboles median, a las cinco de la
sombra de 49 m en el momento en que una estaca de tarde, 12 m, 8 m, 6 m y 4 m, respectivamente. El 4r-

2 m arroja una sombra de 1,25 m.

bol pequefio mide 2,5 m. ;Cudnto miden los demds?

X WYY




Ejercicios

Consolida lo aprendido utilizando tus competencias

Teorema de Pitagoras

1 vVUV Calcula el drea del cuadrado verde en cada
uno de los siguientes casos:

(&)

14 cm?
[ [

2 VVV ;Cudl es el drea de los siguientes cuadrados?:

30 cm?

17 cm 4 cm

3 YVV Calcula el lado desconocido en cada tridngulo:

65 mm

20 m

4 vV Calcula el lado desconocido en cada tridngu-
lo aproximando hasta las décimas:

mh U
(B)
12 cm

5 YVV Calcula el perimetro de un rectingulo cuya
diagonal mide 5,8 cm, y uno de los lados, 4 cm.

6 YVV Los lados paralelos de un trapecio rectdngulo
miden 13 dm y 19 dm, y el lado oblicuo mide
10 dm. Calcula la altura.

7 VvV Sabiendo que las bases de un trapecio isésce-
les miden 2,4 cm y 5,6 cm, y que la altura es de
3 cm, calcula la longitud del lado oblicuo.

oroblemas

’_|16 mm

8 VYVV Calcula la medida del lado de un rombo cu-
yas diagonales miden 1 dmy 2,4 dm.

9 vvV Halla la longitud x en cada una de las si-
guientes figuras:

16,5 dm

10 vvV Halla el drea y el perimetro de las figuras des-
critas en...

b)...el gjercicio 11
d)...el ¢jercicio 12, B
f) ...el gjercicio 12, D

a) ...el gjercicio 10
c) ...el gjercicio 12, A
e) ...el gjercicio 12, C

v Ten en cuenta los resultados obtenidos en los ejercicios
correspondientes.

11 vvV Halla el drea y el perimetro de las figuras si-
guientes (parte coloreada):

20 m

>
.
0 5cm,’
||:| g
5 .
.

18 m o

29 m
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Semejanza

12 vVV Sobre una hoja de papel cuadriculado, realiza
una copia del siguiente dibujo, pero al doble de su
tamano.

[ ] NI

NN nan s
/O\

[ [

13 vVV Laaltura de la puerta de la casa mide 3 m. ;Cudl
es la altura de la casa? ;Y la del drbol més alto?

14 vV Un rectdngulo tiene unas dimensiones de
10 cm por 15 cm. El lado menor de otro rectdngu-
lo semejante a él mide 12 cm. Halla:

a) La razén de semejanza para pasar del primer al
segundo rectiangulo.

b) El lado mayor del segundo.

c) Las dreas de ambos rectdngulos.

Autoevaluacion

;Utilizas la semejanza para calcular longitudes des-
conocidas?

1 Un modelo de coche tiene una longitud de 4,20 m.
Una maqueta suya mide 16,8 cm.

A qué escala estd hecha?

2 Los lados de un tridngulo miden 6 cm, 8 cm y 13 cm.
Otro tridngulo semejante a él tiene un lado mediano
de 12 cm.

Halla las longitudes de sus otros dos lados.

3 Un avién quiere viajar, en linea recta, entre Las Pal-
mas de Gran Canaria y Palma de Mallorca. En un
plano a escala 1:9 000 000, la distancia que medimos
es de 26 cm.

:Cudntos kilémetros recorrerd el avién?

UNIDAD,

Resuelve problemas

15 YVV Se cae un poste de 14,5 m de alto sobre un
edificio que se encuentra PN R

a 10 m de él. ;Cudl es la
altura a la que le golpea?

14,5 m

(2

10 m

§F N W 0§ WO
F RN BN CIF BN NF
F iN. BF -EF NF N
SO R

i AT
———  ———

16 YVV En la orilla del rio Sena (Paris) hay una répli-
ca a escala 1:4 de la Estatua de la Libertad que mi-
de 11,5 m de altura. Halla la altura de la estatua de
Nueva York.

En Cenicero, un pueblo riojano, hay una Estatua
de la Libertad de 1,2 m. ;Cudl seria la escala de esta
con respecto a la de Nueva York?

17 vvV ;Cudl es la distancia entre el chico y la base
de la torre (el chico ve la torre reflejada en el agua)?

4 La regla mide 20 cm y estd a 38 cm del borde de la
mesa mds cercano a la chica. Halla la altura de la ca-
seta sabiendo que el tablero de la mesa estd a 75 cm
de altura y que la chica estd a 7,6 m de la casa.

:Dominas el teorema de Pitdgoras y lo aplicas cuan-
do conviene?

5 Halla el drea de estos poligonos:

a)

b)
~ C,b

=
o
"\

2,5 cm

8




90uerpos

geomeétricos

Los cuerpos geométricos mds sencillos (prismas, pird-
mides, cilindros, conos, troncos, esferas) eran conoci-
dos y manejados por las antiguas civilizaciones. Para
el cdlculo de dreas y volimenes, los egipcios posefan
procedimientos a los que, probablemente, llegaron de
forma experimental. Unos producian resultados exac-
tos y otros aproximados, aunque ellos no distingufan
entre unos y otros y les daban a todos la misma va-
lidez. Dichos procedimientos eran descripciones de
los pasos que habia que dar para obtener la magnitud
buscada: “la medida de la parte superior se multipli-
ca por si misma, se divide por cuatro y se suma...”.
Actualmente pondrfamos una férmula para resumir
el proceso.

El mundo griego recogi6 estos conocimientos y los
enriquecid teéricamente.

Platén, filésofo griego, fundador de la Academia de
Atenas en el siglo 1v a.C., prestd gran atencién a los
poliedros regulares (sélidos platénicos se les llama), les
atribuyé propiedades misticas y los relacioné con la
composicién del universo.

Posteriormente, Euclides y Arquimedes dieron un
enfoque matemdticamente mds serio a estas figuras.
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DEBERAS RECORDAR

B Qué es un poliedro y cudles son sus elementos.

M Qué es un cuerpo de revolucién.




| Caras
laterales

PRISMA RECTO

Etimologia

Prisma. Viene del griego. Significa /o
que ha sido serrado, porque las caras
laterales del prisma estén como serra-

das.

Las formas prismdticas se presentan con mu-
cha frecuencia.

* Un prisma es un poliedro limitado por dos poligonos
iguales y paralelos (llamados bases) y varios paralelogra-
mos (llamados caras laterales).

b

* La altura del prisma es la distancia entre las bases.

* Si todas las caras laterales son rectdngulos, serdn perpen-
diculares a las bases, y entonces se llama prisma recto.

* Si las caras laterales no son perpendiculares a las bases,
se llama prisma oblicuo. PRISMA OBLICUO

* Las aristas laterales de un prisma son segmentos iguales y paralelos entre si. En
los prismas rectos son perpendiculares a las bases y coinciden con la altura.

Il Clasificacion segun el poligono de las bases

Dependiendo de que las bases sean tridngulos, cuadrildteros, pentdgonos, etc., el
prisma se llama triangular, cuadrangular, pentagonal, etc.

Los prismas rectos cuyas bases son poligonos regulares se llaman prismas regu-
lares.

Il Desarrollo de un prisma recto

Si cortamos un prisma recto a lo largo de algunas de sus aristas, lo abrimos y
ponemos las caras sobre un plano, se obtiene lo siguiente:

\yuom———_ _ _
[ —

El desarrollo lateral de un prisma recto es un rectangulo. La longitud de su base
es el perimetro de la base del prisma, y su altura, la altura del prisma.

Indica cudles son regulares.

1 Di qué tipo de prisma es cada uno de los siguientes. a) b) 4' R ‘ d)
Dibuja el desarrollo del primero de ellos.

© GRUPO ANAYA, S.A. Matematicas 2.° ESO. Material fotocopiable autorizado.



© GRUPO ANAYA, S.A. Mateméticas 2.° ESO. Material fotocopiable autorizado.

Ortoedro

Bl Superficie de un prisma

El desarrollo del prisma permite ver con toda claridad cudl es su drea:

b .».'-1
‘Z |

Un prisma recto cuya base es un rec- |
. .
tdngulo se llama ortoedro. <—Perimetro de la base —>

El 4rea total de un ortoedro de di-
mensiones 4, b y ¢ es:

A

AREA LATERAL = perimetro de la base - altura

rotar = 2(ab + be + ac) AREA TOTAL = AREA LATERAL + 2 - AREA DE LA BASE

Ejercicios resueltos

1. Hallar el 4rea total de este or- 1.
toedro: 2

. 6 6
6 cm
} 2
3 cm 2 cm

A

6-3+6-2+2-3)=72cm?

TOTAL — 2(

2. Hallar el 4rea total de un cubo 2. Cada cara tiene un 4rea de A = 5% = 25 dm?.
de 5 dm de arista. 5
El drea total es: A, = 6 - 25 = 150 dm? 5¥5

3.Las bases de un prisma recto 3. < 6 [ / / /
son rombos cuyas diagonales / T
miden 8 cm y 6 cm. La altura ‘8 T
del prisma es 10 cm. Hallar su l
drea total.

Lado de la base: /= V4% +3%-5cm

Ay = 8- 6/2 =24 cm?
A= (4-5)-10 =200 cm

2} Ao = Ay + 245, = 200 + 2 - 24 = 248 cm?

Activi
2 Las dimensiones de un ortoedro son 4 cm, 3 cm y 4 La altura de un prisma recto es de 20 cm. Sus bases
12 cm. Halla el 4rea total. son trapecios rectingulos con las siguientes caracte-
risticas: las bases del trapecio miden 11 cm y 16 cm,
3 Halla el 4rea total de un cubo de 10 cm de arista. y la altura, 12 cm. Halla el drea total del prisma.




Piramides

Etimologia

Pirdmide. Viene del griego pyros,
fuego, por ser piramidal la forma de
la llama. Y también por tener esta
forma las piras (cosas apiladas para
ser quemadas).

Nota histérica

4 .
: L“’

Las pirdmides de Egipto fueron cons-
truidas como sepulcros de los farao-
nes hace varios miles de afos.

Son regulares y cuadrangulares. La
mayor de ellas, la de Keops, tiene
146 m de altura y el lado de su base
mide 230 m.

* Una pirdmide es un poliedro que tiene vértice
por base un poligono cualquiera, y por ca-
ras laterales, tridngulos con un vértice co-

mun, que se llama vértice de la pirdimide.

caras laterales

* La altura de la pirdmide es la distancia del
vértice al plano de la base.

* Una pirdmide es regular cuando la base es
un poligono regular y el vértice se proyecta

, base
sobre el centro de ese poligono.

* En una pirdmide regular, todas las aristas laterales son iguales y las caras la-
terales son tridngulos isosceles iguales. Las alturas de los tridngulos se llaman
apotemas de la pirdmide.

apotema de A
la pirdmide \
altura
apotema
\/ de la base

* La apotema de una pirdmide regular es la hipotenusa de un tridngulo rectdn-
gulo cuyos catetos son la altura de la pirdmide y la apotema del poligono de la
base.

* Las pirdmides se llaman triangulares, cuadrangulares, pentagonales... segin

que el poligono de la base sea un tridngulo, un cuadrildtero, un pentdgono, etc.

Il Desarrollo de una piramide regular

Si cortamos a lo largo de algunas aristas de una pirdmide regular, la abrimos y
extendemos su caras sobre el plano, obtenemos lo siguiente:
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Actividades

1 Halla el drea total de una
pirdmide regular cuya base
es un cuadrado de 10 cm
de lado y cuya altura es de
12 cm.

Il Superficie de una piramide regular

El drea lateral de una pirdmide regular es la suma de las dreas de los 7 tridngulos
iguales (7 es el nimero de lados de la base):

4 . perimetro de la base -
LAT — 2

, , erimetro - a'
Puesto que la base es un poligono regular, su drea es ;2 .

Por tanto:

rimetr | . rimetr | ca'
A+ A perimetro de la base - #  perimetro de la base -

A BASE — 2 2

TOTAL —

Ejercicio resuelto

Hallar la superficie lateral de la pirimide de Keops descrita en la pdgina
anterior.

h=146m
/=230 m

a2’=230:2=115m

Empecemos por calcular la apotema a:

a=\h2+ (@)% = V1462 + 1152 = V34541 = 186 m

_ perimetro de la base -2~ (4 - 230) - 186
LAT — 2 - 2

A = 85560 m?

Solucion: La superficie lateral de la pirimide de Keops es de 85560 m?.

2 La base de una pirdmide regular
es un pentigono de 16 dm de la-
doy 11 dm de apotema. La altura
de la pirdmide es de 26,4 dm.

Halla su 4rea total.
26,4 dm

-
11dm \
16 dm




Etimologia

Poliedro. En griego, poli = muchos y
edro = cara.

Icosaedro. En griego, eikds = veinte.

jQué curioso!

'
'

. D

B N
y \

Si unimos los puntos medios de las
caras de un cubo se obtiene un oc-
taedro y si hacemos lo mismo con el
icosaedro se obtiene un dodecaedro.

Poliedros regulares

Los prismas y las pirdmides, asi como otros cuerpos geométricos limitados por
caras poligonales se llaman, como ya sabes, poliedros.

DAY

El drea total de un poliedro es la suma de las 4reas de los poligonos que lo forman.

Algunos poliedros con ciertas caracteristicas se llaman regulares.

Un poliedro se llama regular cuando cumple estas dos condiciones:
* Sus caras son poligonos regulares idénticos.

* En cada vértice del poliedro concurre el mismo niimero de caras.

Sélo hay cinco poliedros regulares:

09

TETRAEDRO CUBO OCTAEDRO
(Cuatro caras (Seis caras (Ocho caras
tridngulos) cuadrados) tridngulos)

DODECAEDRO ICOSAEDRO
(Doce caras (Veinte caras
pentdgonos) tridngulos)
1 Cuenta el nimero de caras (C), de vértices (V) y C+V-A=2
de aristas (A) de cada uno de estos cinco poliedros. Comprueba que también se cumple esta relaciéon en
Comprueba que en todos ellos se cumple: los demds poliedros que has manejado.
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Cilindros

=
3

Etimologia

Cilindro. Del griego kulindo, que
significa enrollado, pues el cilindro
tiene forma de rollo o cosa enrollada.

DS dm

1 Dibuja en tu cuaderno los cilindros 4
que se generan al hacer girar este rec-

tingulo:
a) Alrededor de CD.
b) Alrededor de BD.

2 ;Qué cantidad de chapa se necesita para construir un
depésito cilindrico cerrado de 0,6 m de radio de la

base y 1,8 m de altura?

3 Se han de impermeabilizar el suelo y las paredes inte-
riores de un aljibe cilindrico abierto por arriba. El ra-
dio de subase mide 4 m, ylaaltura, 5 m. Sicuesta 18 €
impermeabilizar 1 m?, ;cudl es el coste de toda la obra?

* Haciendo girar un rectdngulo alrededor de uno de sus lados, se genera un ci-
lindro recto. Es, pues, un cuerpo de revolucién.

¢ Las bases de un cilindro recto son circulos. La distancia entre las bases se llama
altura.

Il Desarrollo y superficie de un cilindro recto

Se aprecia que la pared lateral del cilindro es un rectingulo cuya base es igual al
perimetro del circulo, 277, y cuya altura, h, esla del cilindro. Por tanto:

AREA LATERAL = 2707 - h
AREA TOTAL = AREA LATERAL + AREA DE LAS DOS BASES = 27rh + 2772

Ejercicio resuelto

Hallar el drea lateral y el drea total del cilindro del margen.
A =21-3-5=30T=94,2 dm?
Arora = 94,2 + 270 - 32 = 94,2 + 56,52 = 150,72 dm?

B 4 Dibuja el desarrollo de un cilindro recto cuya base tie-
ne 2 cm de radio y cuya altura es de 8 cm.

5 Toma algunas medidas y decide cudl de los siguien-
tes desarrollos corresponde a un cilindro.

C D




Conos

i &

h, 7 y g cumplen la relacién:

2=h? 2

Ejercicios resueltos

* Haciendo girar un tridngulo rectdngulo alrededor de uno de los catetos, se ob-
tiene un cono recto. Es, pues, un cuerpo de revolucién.

* La altura es la distancia del vértice a la base. El segmento g (hipotenusa del
tridngulo rectdngulo) recibe el nombre de generatriz.

Il Desarrollo y superficie de un cono recto

AREA LATERAL = TU7g

2

AREA TOTAL = AREA LATERAL + AREA DE LA BASE = Tt7g + U7

1. Hallar el 4rea total de un cono
enelque r=6cm y g=10 cm.

2. Hallar el 4rea total de un cono
enelque r=5cm y h=12 cm.

1 Calcula el 4rea lateral y el drea to-
tal de este cono, sabiendo que:

r=13cm, h=85cm

Empieza por calcular g

g="\r*+h?

1. Ay =T+ 6-10 + - 6% = 188,5 + 113,1 = 301,6 cm?

2. Hemos de empezar calculando el valor de la generatriz:
g=VP+h? =52+ 122 =169 = 13 cm
Apora =T -5 13 + - 52 = 204,2 + 78,5 = 282,7 cm?

2 Dibuja los conos que se obtienen al hacer girar este
tridngulo rectdngulo:

a) Alrededor de AC.
b) Alrededor de BC.
Halla el 4rea total de

ambos.

A
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Esferas

* La esfera se genera haciendo girar

Etimologia un semicirculo alrededor de su di4-

metro. Es, pues, un cuerpo de revo-
lucién que queda determinado por
su radio, 7.

En griego, sfaira significa “pelota”.

Il Superficie de la esfera

La superficie de la esfera se llama superficie esférica. Solo se puede desarrollar
sobre el plano aproximadamente. Sin embargo, si podemos medir su drea me-

diante una sencilla férmula.
R —

Imaginemos la esfera envuelta por un cilindro que se
ajusta por completo a ella. Pues bien, e/ drea de la esfera :
es igual que el drea lateral de ese cilindro. 2R

=2nR- 2R = 4TR?

LATERAL DEL CILINDRO —

A

El 4rea de la superficie esférica de radio R es A = 4TR>.

Esta relacién entre la esfera y el cilindro que la envuelve es muy interesante, por-
que vale también para porciones de esfera limitadas por planos paralelos.

i T

No te olvides —

El 4rea de un casquete esférico o de a -

una zona esférico es igual a la porcién o

correspondiente del cilindro tangente CASQUETE

a la esfera: ESFERICO

2nRh .- & ZONA
T 7 ESFERICA
Ejercicio resuelto
La cipula de un edificio tiene una altura de 4 m y corresponde a una
esfera de 9 m de radio. Calcular su superficie.
§=2m-9 4~226m?
Actividades

1 En una esfera terrestre escolar de 20 cm de radio estdn sefialadas las zonas climaticas.

Sabemos que cada casquete polar tiene 2 cm de altura, y cada zona templada, 10 cm de
altura.

Halla la superficie de cada zona climdtica.




Ejercicios

Consolida lo aprendido utilizando tus competencias

M Tipos de cuerpos geométricos

1 vVV Di, justificadamente, qué tipo de poliedro es
cada uno de los siguientes:

ih »
oV H

:Hay entre ellos algin poliedro regular?

2 vV Algunos de los siguientes poliedros no son cata-
logables entre los que ya conocemos (prisma, pirdmi-
de, tronco de pirdmide, poliedro regular). Sefdlalos y
cataloga los demds.

3 YVV ;Una pirdmide cuadrangular regular es un
poliedro regular? Explica por qué.

4 VVV Esta figura estd formada por seis rombos idén-
ticos:

Aunque sus caras son iguales y concurren tres de
ellas en cada vértice, no es un poliedro regular.

Explica por qué.

5 VvVV Este poliedro estd formado
por seis tridngulos equildteros igua-
les. Sin embargo, no es un poliedro
regular. Explica por qué.

oroblemas

6 vVV ;Hay algin poliedro regular que sea prisma?
¢Y alguno que sea pirdmide?

7 vV ;Cudles de las siguientes figuras son cuerpos
de revolucién? Cataloga las que puedas: cilindro,
cono, esfera, tronco...

a) b) )
)

d) i ¢) f)

8 VvV Al girar cada una de las siguientes figuras pla-

nas alrededor del eje que se indica, se genera un
cuerpo de revolucién. Dibujala en tu cuaderno.

a) E b) <) !

Relaciona cada una de las figuras que has dibujado
con una del ejercicio anterior.

9 VvV Dibuja la figura plana y el eje alrededor del
que ha de girar para generar la limpara (apartado
a) del ejercicio 7), la taza (b), suprimiéndole el asa,

y el bolo (d).

10 VvV Dibuja el cuerpo de revolucién que se engen-
dra en cada uno de los siguientes casos:

) | b)

) d)
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M Desarrollo de cuerpos geométricos

11 vvV ;Con cudles de los siguientes desarrollos se
puede completar un poliedro? Contesta razonada-
mente.

i |
B )
AN A

12 vvV ;Cudles de los siguientes desarrollos corres-
ponden a cuerpos de revolucién? Dibujalos.

C ‘ D '
13 VvV Dibuja el desarrollo de una pirdmide hexago-

nal regular cuyas aristas laterales midan 6 cm, y las
de la base, 4 cm.

M Areas sencillas

Halla el drea total de los siguientes cuerpos geomé-
tricos:

14 VvV a)

b)
3cm < 6
15 vwva) b)
3 dm > Ty,
b) I

16 YVVa)

10 cm

17 vvva) b)

m4 B
C)‘

<&
m M




Ejercicios

Aplica lo aprendido

18 vvV Halla el drea de un tetraedro regular de 10 cm
de arista.

19 vvV Halla el drea total de un prisma recto de
15 cm de altura cuyas bases son rombos de diago-
nales 16 cmy 12 cm.

20 VvV La base de una pirdmide regular es un cua-
drado de 6 dm de lado. Su altura es de 4 dm. Halla

su 4rea total.

21 vvV Halla el drea total de estos cuerpos:

2) <1 dm-> b)

17 cm

22 VVV Calcula el 4rea total de un ortoedro de di-
mensiones 3 cm, 4 cmy 12 cm.

23 vV Halla las superficies del casquete esférico de
2 dm de altura y de una zona esférica de 4 dm de altu-
ra contenidos en una esfera de 10 dm de didmetro.

Autoevaluacion

:Sabes hallar la superficie de algunos poliedros y
cuerpos de revolucién, obteniendo previamente al-
guno de sus elementos, si fuera necesario?

Halla el drea total de los siguientes cuerpos:

1 @ @ ap =43 cm @

& E { 8 cm
S

6 cm

12 cm 5> em

10 cm 5 cm

roblemas

Resuelve problemas

24 vvY Queremos forrar un cajén de embalaje de di-
mensiones 0,6 m X 0,5 m X 0,4 m con una chapa
metalica.

a) ;Cudnto costara hacerlo si la chapa estd a 18 €/m?*?

b) Si queremos cubrir las aristas con un embellece-
dor de madera de 23 €/m, ;cudnto dinero hemos

de pagar?

25 VvV Deseamos construir con alambres el esquele-
to de todos los poliedros regulares, de modo que
cada una de las aristas mida 1 dm. ;Qué cantidad
de alambre utilizaremos en cada uno de ellos?

26 VvV Un pintor ha cobrado 1000 € por imper-
meabilizar el interior del depésito sin tapa de la iz-
quierda. ;Cudnto deberd cobrar por impermeabili-
zar el depdsito de la derecha, también sin tapa?

A 2m . N
N

4m
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1 OMedida

del volumen

Euclides vivié en Alejandria hacia el ano 300 a.C. Se
sabe poco de su vida (incluso dénde y cudndo nacié
y muri), pero su obra se conserva y se conoce per-
fectamente. Sistematizd y dot6 de estructura légica el
saber matemdtico de su época en los 13 tomos de que
constan sus Elementos. En varios de ellos se trabajan
los cuerpos geométricos:

— En el libro x1 trata la geometria tridimensional y
los sélidos geométricos.

—En el libro xi1, las dreas y los volimenes de los
cuerpos geométricos.

— Y en el libro x1 realiza un estudio muy minucioso
de los poliedros regulares.

Arquimedes (siglo 111 a.C.), ademds de matematico,
fue fisico y un gran inventor. A diferencia de la linea
tradicional del pensamiento griego, especulativo, él se
valié de la experimentacién para obtener resultados
matemdticos que, después, demostraba rigurosamente.
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DEBERAS RECORDAR

B Cbémo se calcula el volumen de un ortoedro.




Unidades de volumen

En el margen aparece un centimetro ctibico (1 cm?). Es un cubo de 1 cm de
lado. De la misma forma se definen el decimetro ctibico (dm?), el metro ctbico
(m?) y las demés unidades de volumen. Son las siguientes:

km?3 hm3 dam3 m? dm

- 1000 - 1000 - 1000 - 1000 -1000 - 1000

Veamos por qué cada unidad cibica contiene 1 000 unidades inferiores:

Ponte en situacion 1dm 10 cm

Imagina cubos con las medidas des-
critas e intenta hacerte a la idea de
cudnta agua podrian contener:

N

10 cm

dm® — botella normal.
m? — Imaginalo sefalado en una
esquina de una habitacidn. . 3
Podrias ducharte entre 15 y dm  En cada nivel hay 10 X 10 = 100 cm”.
20 veces con el agua que cabe Hay 10 niveles.
JN
e En total, 10 X 10 X 10 = 1000 cm?,
Por tanto, 1 dm3 = 1000 cm3. Y, por lo mismo, 1 m3 =1000dm?, ...
Cada unidad de volumen es 1 000 veces la unidad de orden inferior y la milé-
sima parte (0,001) de la unidad de orden superior.
¥ EJEMPLOS
2) 438 m3 12 dm3 = 438 - 10° cm® + 12 - 10% cm? = 438012000 cm?®
b) 0,03972 dam? = 0,03972 - 10° dm? = 39720 dm?
¢) 347,32 hm? = 347,32 . 10° m® = 347 320000 m>
Observa cémo la siguiente disposicién facilita el paso de una unidad a otra:
hm3 dam? m? dm3 cm?
a) 4/3(8[0[1/2]|0/0 0| — 438012000 cm?
b) 0{0[3/9]|7|2]0 — 39720 dm?
o34/ 7]3/2/0]0/0]0 — 347320000 m3
Activi
1 Expresa en metros ctbicos. 2 Pasa a forma compleja.
a) 2 dam?® 123 m3 52 dm? a) 35297 853 cm?
b) 29320000 cm? b) (4253 hm?) - 2000
¢) (453 cm? 425 mm?) - 500000 ¢) 0,00030124 dm?
d)37 hm? 12 dam? 325 m3 402 dm3 d) 34,5832 hm?
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Il El litro, sus multiplos y sus submuiltiplos
A 1 dm? se le llama un litro (1 /).

Si se construye un cubo de cartulina de 1 dm?, se llena de agua y esta se vierte,
después, en una botella de 1 /, observamos que la llena por completo y no sobra
nada.

ldm?*=1/
El litro tiene mltiplos y submultiplos:
kilolitro (k/) ——— 1000/ decilitro (dl) —— 0,1/
hectolitro (h/) —— 100/ centilitro (¢/) —— 0,01/
decalitro (dal) —— 10/ mililitro (m/) —— 0,001/

Vamos a incluirlos en la tabla junto con las unidades ctbicas:

mé— dmd—, cm®— mm?3
kl | bl | dal| [ | dl | o | ml

Il Capacidad y volumen

La palabra volumen se suele utilizar para designar lo que ocupa un cuerpo en el
espacio, y capacidad, para designar lo que cabe dentro de un recipiente. Pero son
magnitudes idénticas y, por tanto, para medirlas se utilizan las mismas unidades.

Tanto las unidades ctibicas como los multiplos y los divisores del litro se utilizan
para medir volimenes y capacidades. Sin embargo, se deben escoger las unidades
segin el tamano de lo que se mide.

Por ejemplo:

¢ El volumen de un vaso o una botella, en /, en ¢/ 0 en cm?®.
* El volumen de pequefios recipientes, en cm?.

* El gasto mensual de agua en una casa, en m’.

¢ La capacidad de un pantano, en hm? o, acaso, en km?.

Actividades
3 Copia en tu cuaderno y anade la unidad en la que se 4 Expresa en litros.
expresa cada uno de los siguientes volimenes: 2) 45 dam3 125 m3 705 dm3 500 cm?
a) Capacidad de un vaso: 1/4 [ Jo bien 250[ ] b)590000 mm® ¢ 0,000317 dam®  d)2753 ml

b) Una cucharadita: 6 I:I

5 Expresa en unidades de volumen (forma compleja).

¢) Consumo bimensual de agua en una casa: 2) (457210 dal) - 30

63,834 |

d) Agua en un pantano: 680 |

b) (12845235 ¢/) - 0,03
c) (42753 ml) - 75



Volumen del prisma y del cilindro

De las dos figuras del margen, la de la izquierda es una figura prismdtica por-
que tiene dos bases iguales y paralelas. Ademds, cortindola por planos paralelos
a las bases, se obtienen secciones idénticas a ellas.

La figura prismdtica 'y el ortoedro que hay a su derecha tienen la misma altura y,
al cortarlos por planos paralelos a sus bases, producen figuras con la misma 4rea.
Por tanto, sus voldmenes coinciden.

Volumen de la figura prismdtica = Area de su base - Altura

Los prismas y los cilindros son figuras prismdticas. Sus volimenes son:

No lo olvides

VOLUMEN DE UNA FIGURA
PRISMATICA

V=A,, - Altura

PRISMA RECTO PRISMA OBLICUO CILINDRO

V=Ay,q - Altura V= Ay, - Altura = 172 - 4

BASE

Ejercicio resuelto

Hallar el volumen de: a) BASE En un hexdgono regular, el radio y el lado
. 15 cm iguales. Por tanto, el cateto menor del
U h a.l l son lgu €s. 1I'o 5
2 denl f(;:’sg?la E);saf(?):(; Cnl;e}%l; :;r tridngulo rectdngulo sefialado es 15 cm.
de altura, apotema = V30% - 15 = 26 cm
b) Un cilindro de 30 cm de radio

y 1 m de altura.

- Penmetroz- apotema _ 30 - g 26 _, 340 cm?

s = Apase - Altura = 2340 - 100 = 234 000 cm? = 234 litros

A

Vi

P

b) Veymoro = Asass - Altura = 72 - 2= 1 - 30% . 100 = 282600 cm? = 282,6 /

1 Halla el volumen de este enorme depésito: 2 Halla el volumen de estos cuerpos geométricos:

a) b) 90 mm
1m
3,2m
25 cm 20 cm
2,2 m 11 cm
1.8 m 16 cm

© GRUPO ANAYA, S.A. Matematicas 2.° ESO. Material fotocopiable autorizado.



<]
kel
©
N
S
]
=]
©
©
Qo
o
o
[s}
(5]
=]
L
=
2
o
©
=
o]
()
w
o,
o
12}
©
S
]
£
2
©
=
<
*
<
>
<
P4
<
o
o
S
T
0]
©

Volumen de la piramide y del cono

Tenemos un prisma y una pirdmide con la misma base
y la misma altura. Vamos a comparar sus volimenes.

Si llenamos de agua la pirdmide y la vertemos dentro
del prisma, ocupard una tercera parte de este.

.............

Es decir, se necesitan tres pirdmides para completar el
volumen del prisma.

El volumen de una pirdmide es:

V= %Area de la base - Altura

Al igual que en la pirdmide, el volumen de un cono es
la tercera parte del drea de la base por la altura. Es decir:

El volumen de un cono es:

V= %Area de la base - Altura = % ria

Ejercicios resueltos

1.La altura de una pirdmide es 1.
de 20 cm. Su base es un tridn-
gulo rectingulo con una hipo- 6 cm
tenusa de 10 cm y un cateto de
6 cm. Hallar su volumen.

TP @ -8

10 cm

El otro cateto de la base mide 8 cm.

6

BASE — 5 PIRAMIDE — 3

A 8 _2hem? V. 1 24.20-160 cm3

2. Hallar el volumen de un cono 2, Radio de la base = 20 cm = 2 dm
de 4 dm de altura y el radio de Area de la base = 70 - 22 = 12,5664
cuya base es 20 cm.
oluments % 12,5664 - 4 = 8,4 dm? = 8,4 litros

Actividades
1 La gran pirdmide de Keops es cuadrangular regular. 3 ;Cudnto acero hard falta para fabricar la cama de un
El lado de la base mide 230 m, y la altura, 146 m. faquir compuesta por 1800 puntas en forma de cono

, , s . cuyo didmetro de la base mide 2 cm, y la altura, 7 cm?
Calcula cudntos hectémetros cubicos tiene de volu- Y 24 7

men. Zg
2 Halla el volumen de un cono cuya base tiene un ra- @ﬁ
dio de 8 cm y cuya altura es 2 dm. E




Volumen de la esfera

T El volumen de la esfera es igual a los 2/3 del volumen del cilindro en el cual estd
. g inscrita.

El radio de la base del cilindro es el mismo que el de la esfera, R.

2R \j La altura del cilindro es 2R.

Por tanto, el volumen del cilindro es mR? - 2R = 2R3, Sus dos terceras partes

C b son é1tRa.
~_ 3

El volumen de una esfera de radio R es:

4 53
V==—mnR
3

Ejercicios resueltos

1. Hallar el volumen de una cufa esférica de 60° correspondiente a una
esfera de 9 cm de radio.

6 60(())° = % El volumen del sector serd, pues, la sexta parte del volumen de
3 la esfera.
S 1 4

VSECTOR ESFERICO — g : g - T 93 =162 =509 Crrl3

2.El radio de un balén es 25 cm, y sabemos que el grosor de la goma es
de 3 mm.

:Cudntos litros de goma son necesarios para fabricar un balén como
el descrito?

Voo = % 7257 ~ 65417 cm?
4

Ve e, = 3 T - 24,73 = 63090 cm?

Viona = 65417 — 63090 = 2327 ecm® = 2,327 litros

Solucion: Se necesitan 2,33 litros de goma, aproximadamente.

Actividades
1 Metemos en una caja ortoédrica de base 25 cm por 3 ;Cudntas bolas de 5 mm de didmetro podremos ha-
20 cm y una altura de 16 cm sesenta bolas de radio cer fundiendo un cable cilindrico de 3 m de largo y
2,5 cm. ;Cudntos litros de aceite caben todavia en la 5 mm de didmetro?
caja?
4 Tenemos un cajén ctbico de 40 cm de arista lleno
2 Sabiendo que la densidad del acero es 7850 kg/m?, en sus tres cuartas partes de serrin. Queremos ocultar
calcula el peso de una esfera hueca de 20 cm de radio en su interior un balén de 32 cm de didmetro. ;Qué

exterior y 1 cm de grosor. volumen de serrin sobra?



Ejercicios y problemas
Consolida lo aprendido utilizando tus competencias
Calculo de volumenes

Unidades de volumen
7 vV Calcula el volumen de un ortoedro cuyas di-

1 VVV Transforma en metros cubicos las siguientes
mensiones son 9 dm X 15 dm X 8 dm.

cantidades:
3 3 3
2) 0,025 hm b)459 hm ©) 45214 dm 8 vVV ;Cudl es el volumen de un cubo de 15 cm de
d)0,015km>  ¢) 23 dam’ f) 58000 / aristas
9 vVV La base de un prisma recto es un tridngulo

2 vVV Transforma en litros.
2) 400000 hm? b)0,000047 hm? recténgulo cuyos catetos miden 12 cm y 15 cm. La
altura del prisma es de 2 dm.

¢) 6 dam> 318 m3 d) 0,32 Al
3 YVV Copia y completa en tu cuaderno estas igual- Halla su volumen.
dades:
aces 3 5 10 vVV Un prisma tiene sus bases en forma de rombo
a) 0,0037 km” = ... m cuyas diagonales miden 40 dm y 28 dm. Su altura
b)0,36 hm? = ... dm? es 1,2 m.
Halla su volumen.

c)15hm?13dam3 432 m3=... m3

d)15hm3 13 dam3 432 m3=.../
11 vvV Halla el volumen de un cilindro de 10 cm de

radio de la base y 20 cm de altura.

4 vVV Expresa estas cantidades en forma compleja:
a) 45125145 dm? b) 0,45124568 km?>
) 183 000 dam? 12 VVV Halla el volumen de una esfera de 12 cm de
didmetro.

) 451,14521 dm3

5 vVV Copia y completa en tu cuaderno estas igual-
13 vVV Halla el volumen de un cono de 6 dm de ra-

dio de la base y 15 cm de altura.

dades:
a)1hm=... 4l b)1 dam3 = ... dal

Qlm’=...1 d)1dm?=...dl 14 vVV Halla el volumen de estos cuerpos:
e lem’=...¢cl )1 mm?=...ml a) b)

6 VvV Para cada uno de los recipientes que se citan a
continuacién, se dan tres volimenes. Solo uno de

ellos es razonable. Di, en cada caso, cudl es:

a) Volumen de un pantano:
71hm> 387000/

b) Un depésito de agua en una vivienda:

6dm

4000000000 cm?
14 dm

8 cm

2 dam?® 0,8 m? 45000 /
¢) Un vaso normal: 15 vV V ;Cudl es el volumen de estos cuerpos?
2 dm? 0,2 dm? 0,02 dm? a) b)
d) Una cuchara de café: Q 9
3dl 3 cm? 3 mm?
e) Una habitacién: g
1dam® 300/ 30 m?3 =
f) El cajon de una mesa: |
3000 cm? -

0,3 m3 23 dm3




Ejercicios roblemas

M Aplica lo aprendido

Halla los volimenes de los siguientes cuerpos:

16 YVVa) b)

30 cm

17 vV a) b)

30 cm

Autoevaluacion

18 vvva)
30 cm

19 vvV Comprueba que el volumen del cilindro es
igual a la suma de los volimenes de la esfera y el cono:

D
S AL

Halla los voliimenes de los siguientes cuerpos.

20 YVV _licm

&

22 cm

13 cm

¢Conoces las unidades de volumen y sabes utilizarlas
en problemas?

1 ;Cudntas botellas con una capacidad de 3/4 /se pue-
den llenar con 0,45 dam? de agua?

:Sabes hallar el volumen de cuerpos geométricos,
obteniendo previamente alguno de sus elementos, si
fuera necesario?

2 Halla el volumen de los siguientes cuerpos geométri-
cos:

a) b) : 5 cm

12 cm

10 m

:Aplicas el cilculo de voliimenes a la resolucién de
problemas?

3 La cubeta de una piscina tiene esta forma:
30 m

<

Cudl es su capacidad?

4 El interior de este vaso mide <-—9cm —
9 cm de didmetro y 10 cm de al-
tura. Estd medio lleno de agua.
Se echan dentro 50 canicas de
2 c¢m de didmetro. ;Se derramard
el agua?

10 cm

© GRUPO ANAYA, S.A. Mateméticas 2.° ESO. Material fotocopiable autorizado.
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1 1 Funciones

Las leyes de la naturaleza relacionan variables. Por
ejemplo:

— La altura que alcanza una piedra que lanzamos ha-
cia arriba depende de la fuerza con que se impulse.

— La cantidad de masa forestal de un bosque depen-
de del tiempo que haya transcurrido desde que
empezd a formarse.

Aunque esa relacién habia sido advertida desde mu-
cho tiempo atrds, fue Galileo, a mediados del siglo
xv1L, el primero que, mediante la experimentacién,
intentd relacionar numéricamente las variables que
intervienen en el fenémeno. Estas relaciones numéri-
cas permitieron dar forma algebraica a las funciones.

Descartes, en el siglo xvi1, concibié la manera de
plasmar gréficamente las funciones sobre unos ejes
cartesianos (Recuerda: cartesiano viene de Cartesius, la
expresion latina de Descartes).

La palabra “funcién” para designar estas relaciones,
asi como su definicién precisa, llegaron en siglos pos-
teriores.

DEBERAS RECORDAR

M Qué son los ejes cartesianos y las coordenadas de
un punto.

M Las funciones suelen describirse mediante graficas.




30

20

10

TEMPERATURA (°C)

12

18 24
TIEMPO (horas)

Concepto de funcién

Esta gréfica describe la temperatura ambiente, en un cierto lugar, en cada ins-

tante de un dfa.

Cada punto de la grafica relaciona un valor del eje horizontal (tiempo: hora del

dia) con otro del ¢je vertical (temperatura en °C):

— Alas 0 h (12 de la noche), la temperatura era de 12 °C.
— Alas 9 h, la temperatura era de 10 °C.

— Alas 19 h (7 de la tarde), la temperatura era de 20 °C.

Es una funcién que hace corresponder a cada instante una temperatura.

Una funcién relaciona dos variables. En general se designan por x e y:
* x es la variable independiente.

* y es la variable dependiente (su valor depende del valor de x).

La funcién asocia a cada valor de x un tnico valor de y.

Para apreciar con claridad el comportamiento de una funcidn, esta se representa

grificamente sobre unos ejes cartesianos.
Ejercicio resuelto
Explicar por qué la grifica de la izquierda es funcién y la de la derecha
no lo es.
o —?\
, — 1 N 2
/7 ES FUNCION \
; /\ (" NO ES FUNCION
T —\—=
La primera grafica es de una funcién porque a cada x le corresponde un
tinico valor de .
La segunda no lo es, porque a algunos valores de x les corresponden varios
valores de y.
Actividades
1 Di cudles de las siguientes grificas corresponden a 2 Enla grafica de arriba (temperatura a lo largo del dia):
funciones y cudles no son funciones, justificando las a) ;Podemos decir que la minima temperatura se dio
respucstas: a las 6 de la manana? ;Cudl fue?

a)

b) ;A qué hora fue la méxima temperatura? ;Cudl fue?

b) )
¢) ;En qué momentos del dia la temperatura fue de
14 °C?
d)Durante 1 h, aproximadamente, el Sol estuvo
| I~

oculto por las nubes. ;A qué hora fue?

© GRUPO ANAYA, S.A. Matematicas 2.° ESO. Material fotocopiable autorizado.
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Evolucion del precio

¢ E, F, Mz: constante, 1 €.

* 1.° de Ab hasta mediados de Ag:
crece desde 1 € hasta 1,80 €.

* Mediados de Ag hasta mediados
de N: decrece desde 1,80 € hasta

0,50 €.

¢ Mediados de N hasta final de afio:
crece desde 0,50 € hasta 1,20 €.

Actividades

Crecimiento, decrecimiento, maximos y minimos

Las funciones se analizan y se describen de izquierda a derecha. Esta funcién
es creciente desde A hasta B, porque los valores de la ordenada son cada vez
mayores. Es decreciente de B a C porque, recorriendo ese tramo de izquierda
a derecha, los valores de la y son cada vez menores. Finalmente, vuelve a ser
creciente en el tramo de C a D.

El valor mdximo lo toma en el punto B, y el minimo, enel C.

Una funcién es creciente en un tramo cuando al aumentar la x (es decir, al
recorrerla de izquierda a derecha), aumenta la y.

Es decreciente si, al aumentar la x, disminuye la y.

Si mantiene el mismo valor en todo un tramo, se dice que es constante en ese

tramo.

El punto en el que la ordenada toma mayor valor se llama méximo de la fun-
cién, y aquel en el que la ordenada toma el menor valor, minimo.

¥ EJEMPLO

Veamos la evolucién del precio de las naranjas de zumo a lo largo de cierto
afo en el mercado de una localidad productora:

PRECIO (€/kg)

1,401

0,601

E F

"Mz Ab My Jn

lAgl

TIEMPO (meses)
S O N D

* En el primer trimestre se mantiene estable (constante).

* Tiene un tramo creciente desde principios de abril hasta mediados de agos-

to, que es cuando alcanza su maximo.

* Decrece hasta mediados de noviembre, cuando llega a su minimo.

* Vuelve a subir (crece) hasta final de afio.

1 Hay muchas formas de crecer y de decrecer. Observa las siguientes funciones. ;Cudles son
crecientes? ;Cudles son decrecientes? (Todas ellas son lo uno o lo otro).

v
N

b)

-

/

c)

AN

N\

e)

j)

N
fal



&

TIEMPO (h)

=

TIEMPO (h)

COSTE (€)
4
3
-y =05x]
2
1
1 2 3 4
COSTE (€)
4
3
2
W
1 2 3 4
COSTE (€)
6
5
4 | 5 |»
y=2x
3 |
2
1
1 2 3 4

TIEMPO (h)

Funciones de proporcionalidad: y = mx

En un parque publico hay una tienda donde se alquilan patines, a 0,50 € la ho-
ra; monopatines, a 1 €/h, y bicicletas, a 2 €/h.

Veamos cudles son los costes en funcién del tiempo que se utilicen:

¢ pATINES: 0,50 € cada hora.

TiIEMPO (horas) | 0 1 2 3 4 x
COSTE (€) 0 0,5 1 1,5 2 .. | 0,5x

El coste se obtiene, en funcién del tiempo, mediante la ecuacién:

y=0,5x
* MONOPATIN: 1 € cada hora.
TiIEMPO (horas) | 0 1 2 3 4 x
COSTE (€) 0 1 2 3 4 x

El coste se obtiene, en funcién del tiempo, mediante la ecuacién:

y=x
* BICICLETA: 2 € cada hora.
TiIEMPO (horas) | 0 1 2 3 4 x
COSTE (€) 0 2 4 6 8 2x

El coste se obtiene, en funcién del tiempo, mediante la ecuacién:

y=2x

© GRUPO ANAYA, S.A. Mateméticas 2.° ESO. Material fotocopiable autorizado.
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Lo que cuesta alquilar unos patines es proporcional al tiempo que los tengamos
alquilados. Lo mismo ocurre con el precio de alquiler de un monopatin y de una
bicicleta. Por eso, estas funciones que relacionan el coste con el tiempo:

y=0,5x y=x y=2x

se llaman funciones de proporcionalidad.

- = 3x
y=—x J
=1y Se llama funcién de proporcionalidad a la que relaciona dos valores directa-
mente proporcionales.
Tiene la ecuacién y = mx.
Se representa mediante una recta que pasa por el punto (0, 0).
La constante de proporcionalidad, 7, puede ser positiva o negativa. Se llama
pendiente de la recta y tiene que ver con su inclinacién.
Ejercicio resuelto
R 2
epresentar: a) y = —2x b)y= 3*
Mxlol1]2]3]a] =
y | 0|2 -4/ -6 24 y=%x
b) Para obtener ordenadas (y) enteras,
daremos a las abscisas (x) valores
multiplos de 3:
X 0 |3]6|9|-3|-6
y=—2x
y o 24|62 -4
Actividades

1 Asocia a cada una de las gréficas la ecuacién que le corresponda:

a) y = 4x b)y=—x c))/=_—1x d)y=-3x

@ © ©




Ten en cuenta

Las funciones representadas median-
te rectas tienen por ecuacion:

Jy=mx+ n.

Si n =0, estamos en el caso de una
funcién de proporcionalidad:

y=mx

Funciones lineales: y=mx + n

El alquiler de una canoa cuesta 1 € cada hora. Pero, previamente, hemos de pa-
gar 1,50 € para entrar en el recinto donde se encuentran. Por tanto, el coste de
un paseo en canoa, en funcién del tiempo que estemos, es:

p COSTE (€)
0 horas > 1,5 €
Lhora — 1,50 + 1=2,50 € ’ I
2 horas = 1,50+2-1=3,50€ 4
3 horas = 1,50+3-1=4,50€ 5
4horas — 1,50 + 4 - 1=5,50 € ’
5 horas > 1,50 +5-1=6,50€ !
1 3 4 TIEMPO (h)
TiIEMPO (horas) | 0 1 2 3 4 x
COSTE (€) 1,5 25|35 | 45| 55 x+ 1,5

El coste se obtiene en funcién del tiempo mediante la ecuacién y = x + 1,5.

La ecuacion y = mx + n se representa me-
diante una recta de pendiente 7 que corta
al ¢je Y enel punto (0, 7).

n se llama ordenada en el origen.

Dos ecuaciones con la misma pendiente se
representan mediante rectas paralelas.

Las funciones y = mx + n se llaman funcio-
nes lineales.

Cuando 7 = 0 se trata de una funcién de
proporcionalidad, y = mx.

yé/a

A y=%x+1
et

/ 7t
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Ejercicios resueltos

1. Representar estas funciones: 1.a) Para representar y = 2x — 5, nos fijamos en que m =2 y n=-5. Por
tanto, dibujaremos una recta que pase por (0, —5) y cuya pendiente sea 2

=
iy 2i=s (avanza 1, sube 2).
b)y=-3x+4 . , . .
b) Procediendo de forma andloga al caso anterior, dibujaremos una recta que
Qy= 2.2 pase por (0, 4) y cuya pendiente sea —3 (avanza 1, baja 3).
3

¢) La recta pasard por (0, 2) y su pendiente seré% (avanza 3, sube 2).

4\ m=-3
=3

N4 _2
/ = 3x +2
2. Deducir la ecuacién de las dos 2. Al ser rectas, la ecuaciéon de ambas es y = mx + 7.
rectas representadas. > .
¢ Ecuacién de 7:
} Pasa por (0, —1). Por tanto, 7 =-1.
Cuando avanza 2, sube 3. Su pendiente es 7 = %
Su ecuacién es: y = %x - 1.
Y AN
* Ecuacién de s:
s Pasa por (0, 6). Por tanto, 7= 6.
Cuando avanza 1, baja 2. Su pendiente es 7 = _—12 =-2.
Su ecuacién es: y=-2x + 0.
Actividades
1 Representa las siguientes funciones: 2 Escribe las ecuaciones de estas funciones:
a)y=-2x+5 b)y=x-3 @ @ &
c)y:%x—4 d)y:%x+4
e)y=-—x—1 f)y=x-06 © |
gy=Sx+1 h)y:—%x+1



COSTE (€)
(ADULTOS)
10
(JOVENES)
5
(NIROS)
3

5 TIEMPO (h)

Ten en cuenta

La funcién constante y = k# es una
funcién lineal, y = mx + n, enla que
m=0.

Funciones constantes: y =k

TARIFAS

NINOS: 3€ '
i
JOVENES: 5 €

3

gy
ADULTOS: 10 € .'!"

El acceso a las pistas de patinaje sobre hielo vale 3 € para los nifios, 5 € para
los jovenes y 10 € para los adultos. Una vez en las pistas, se puede estar tanto
tiempo como se quiera.

TIEMPO (horas) | 0 1 2 3 4
COSTE (€) 5 5 5

JOVENES:

El coste, en funcién del tiempo, es y =5 para los jovenes.

La funcién y =4k, en la que el valor
de y no depende de x, se llama fun- y=3
cién constante.

Se representa por una recta paralela al
eje X, auna distancia # de este.

Problema resuelto

Un coche da vueltas alrededor de una pista circular con un didmetro de
230 m. Escribir la ecuacién de la funcién que relaciona el tiempo trans-
currido con la distancia del coche al centro de la pista.

La funcién que relaciona el tiempo transcurrido con la distancia del coche al
centro de la pista es una funcién constante de ecuacién y=115.

Actividades
1 Representa las siguientes funciones: 3 Escribe la ecuacién de las siguientes funciones:
a)y=7 b)y=-3 0y=0 ©)
2 a) Representa la recta que pasa por estos puntos: ®
A2, 3) B(5, 3)
b) Sin hacer ningtin célculo, ;podrias dar la ecuacién ©

de la recta anterior?

¢) ;Cudl es la pendiente de dicha recta?
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Representacion e interpretacion
de puntos

1 vVV Dibuja sobre un papel cuadriculado unos ejes
coordenados y representa los siguientes puntos:

A3, 2); B(3,7); C(4,-1); D (-4, 3); E(-6, -2);
F(Oa 5)) G(Bs 0)) H(_23 O)a ](O) _5),](0, O)

2 vvV Di las coordenadas de cada uno de los si-
guientes puntos:

.C
B.
D | E
A
H 7
* G L 3
F I/
Funciones

3 YVV ;Cudles de las siguientes graficas correspon-
den a una funcién y cudles no? Explica por qué.

® j‘,\/
| |
4 VvV Rafael y Maria ponen a competir, en una

carrera, a sus caracoles; uno de ellos lleva una pega-
tina roja, y otro, una pegatina verde.

100 } DISTANCIA (¢m) /

50

10 TIEMPO (min)
1 5 10

El verde tarda en salir y se para antes de llegar.

a) ;Cudnto tiempo estd parado en cada caso? ;A qué
distancia de la meta se para definitivamente?

b) ;Cudntos centimetros y durante cudnto tiempo
marcha el rojo en direccién contraria?

c) Describe la carrera.

Ejercicios y problemas
Consolida lo aprendido utilizando tus competencias

5 vVV Se ha medido, mes a mes, la estatura de un
nifo desde que nace hasta que tiene un afno. Estos
son los resultados:

EDAD (meses) (0| 1|2|3(4(5/6|7|8|9|10/11|12
ESTATURA (cm) 54(58|62|6467|69|71|72|74\75|77|78|80

Representa los resultados en una gréfica.

Funciones lineales

6 vVV Halla la pendiente de cada una de las siguien-
tes rectas:

7 VUV Representa las siguientes funciones:

a)y=2x b)y:%x c)y=-3x
_4 __2 _3

d)y—sx e)y= 5% f)y—4x

g y=-3x+5 h)y=—§x+1 )y=3

8 VVV Escribe la ecuacién de cada una de las si-
guientes funciones:

c b (4
| % \ g
p
pad




Ejercicios y problemas

Resuelve problemas

9 VvV Cada punto del diagrama siguiente represen-
ta una llamada telefénica:

COSTE (€)
A
2 -H
‘G
1 <
* .F
BO L 2 E
D
0,20 7
1 5 10 TIEMPO (min)

a) ;Cudl ha sido la llamada mds larga?

b) ;Cudl ha sido la llamada mds corta?

¢) Una de las llamadas ha sido a Australia. ;De cual
crees que se trata?

d) Hay varias llamadas locales. ;Cudles son?

10 VYV Representa grificamente esta carrera de
200 m entre dos corredores:
A sale més ripidamente que B, y en 5 segundos le
saca 10 m de ventaja.
A se cac en el instante 5 segundos, y B le adelanta.
Pero A se levanta en 2 segundos, y adelanta a B
en la misma linea de meta.

Autoevaluacion

:Sabes reconocer, interpretar y analizar las gréficas
de funciones?

1 a) Describe la evolucién del precio de la miel a lo lar-
go de un afio.

PRECIO (€/kg)

P TIEMPO (meses)
EFMAM] J] ASOND

b) ;En qué tramos es creciente y en cudles es decreciente?

¢) ;Cudndo es minimo el precio, y cudl es?

11 VVV Esta grifica corresponde al porcentaje de per-
sonas que ven la televisién o escuchan la radio, en
las distintas horas del dia.

PORCENTAJE
45% )

40% -
35% -
30% -
25% -
20% -
15% -

8 9 1011121314151617 181920212223 0 1 2
HORA DEL DIA

a) Describe la curva correspondiente a la televisién:
dénde es creciente, dénde es decreciente, maxi-
mos, minimos... Relaciénala con las actividades
cotidianas: levantarse, acostarse, comida, cena...

b) Haz lo mismo con la curva de la radio.

c) Compara las dos curvas y relaciénalas.

12 VvV Margarita pasea alejindose de su pueblo a
una velocidad de 2 km/h. En este momento se en-
cuentra a 4 km del pueblo.

a) ;Dénde se encontrard dentro de una hora?

b) ;Dénde se encontraba hace una hora?

c) Representa su distancia al pueblo en funcién del
tiempo transcurrido a partir de ahora.

d) Halla la ecuacién de la funcién llamando x al
tiempo e y a la distancia al pueblo.

:Sabes representar las funciones lineales dadas por
su ecuacién? ;Sabes poner la ecuacién que corres-
ponde a una funcién lineal dada grificamente?

2 Representa estas funciones:

a)}/:—%x b)y:%x+l Qy=2x-5
3 Escribe las ecuaciones de las N / a

siguientes funciones:

N :
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12

Estadistica

Es sabido que, hace 2000 anos, César Augusto orde-
né que se realizara en su imperio (Roma y sus colo-
nias) una amplisima encuesta sobre habitantes, solda-
dos, navios, recursos de todo tipo y rentas publicas.
A partir de entonces, los romanos realizaron censos
similares cada cinco afios. Esto es un antiguo antece-
dente de lo que actualmente se llama estadistica. Pero
no fue el primero.

Los recuentos estadisticos se remontan al origen de
la historia. Existen documentos egipcios (papiros) de
hace mds de 5000 anos donde hay constancia de cen-
sos de poblacién y de bienes puablicos. Tal era su dedi-
cacién a estos asuntos, que concibieron una divinidad

(Safinik) “diosa de los libros y de las cuentas”.

También los babilonios guardaban en tablillas los
recuentos estadisticos, hasta el punto de que en el
siglo viir a.C. se construy6 una biblioteca donde se
recopilaban estos documentos.

En distintos pasajes de la Biblia se recogen censos rea-
lizados por los judios. Especialmente en el libro V-
meros, del Pentateuco, donde se describe con detalle
el censo realizado por Moisés a la salida de Egipto;
aproximadamente, en el siglo x1v a.C.

Griegos, chinos e indios antiguos también realizaron
censos y encuestas. Sin embargo, la Estadistica como
ciencia empezarfa a tomar cuerpo en Europa durante
el siglo xviI.
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DEBERAS RECORDAR

M Qué son y cémo se interpretan los graficos esta-
disticos. \

M Cémo se calculan y para qué sirven los pardmetros
estadisticos.

T ™
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Andando
proceso.

Otros
Transporte
publico
Moto o bici
;COMO VIENES AL CENTRO?

2 3 4 5 6 7
N.° DE PERSONAS QUE VIVEN EN TU CASA

Disefiar una encuesta.

El proceso que se sigue para realizar estadisticas

Los graficos que hemos analizado en la pdgina anterior son el final de un largo

RECUENTO

||
Transp. publico [][ ]
Moto o bici A

Otros |:|

Andando

Organizar los datos.

Recoger los datos.

Pasos que se dan en un estudio estadistico

1. Elaboracién de la encuesta, de modo que el encuestado tenga claro lo que se
pregunta y cudles son las posibles respuestas.

2. Recogida de datos: se pasa la encuesta y se anotan las respuestas.

3. Organizacién, clasificacién y recuento de las respuestas.

4. Flaboracién de tablas con los resultados.

5. Confeccién de gréficos.

Otros métodos de recoger datos

En lugar de una encuesta, los datos se pueden conseguir de otras formas dife-

rentes:

— Buscar en anuarios, archivos...

— Observar.

— Experimentar.

Actividades

1 Tira tres dados y anota la puntuacién intermedia.
Por ejemplo: si sale “1,2,6” — anota 2
“3,5,5” — anota 5
“1,1,4” — anota l

Realiza la experiencia 20 veces.

2 Anota la marca de los primeros 15 coches que veas
pasar. (Recogida de datos por observacién).

3 Pregunta a diez personas por el dia de su cumpleanos
g
y anota si es en:

Primavera (p) Verano (v)

Otono (0) Invierno (1)

4 Para hacer un estudio sobre el sexo (NINO, NIRA) de
los bebés nacidos en una localidad en el Gltimo mes,
«dénde crees que se deberfan recoger los datos?
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Il Variables estadisticas

En cada uno de los dos ejemplos que se estudiaron en la segunda pdgina de la
unidad se analiza la distribucién de una variable estadistica.

En el segundo de ellos, la variable es el nimero de personas que viven en tu casa.
Es una variable numérica (cuantitativa), pues los valores que puede tomar son
numeros: 2, 3, 4,5, 6,7, ...

En el primer ejemplo, la variable es cdmo acudes al centro docente. El resultado
puede ser: ANDANDO, TRANSPORTE PUBLICO, MOTO-BICI, OTROS. Este tipo de
variable se llama cualitativa.

El color de los ojos es una variable cua-

litativa. Una variable se llama cuantitativa cuando toma valores numéricos, y cuali-
tativa, cuando toma valores no numéricos.

Frecuencia

El nimero de individuos (chicos y chicas) que acuden al centro docente en
TRANSPORTE PUBLICO es 9.

Lo expresamos asi: f [TRANSPORTE PUBLICO] = 9

Y se lee asi: la frecuencia de TRANSPORTE PUBLICO es 9.

El nimero de individuos correspondiente a cada valor de la variable se llama
frecuencia de ese valor.

La estatura es una variable cuantitativa.

¥ EJEMPLO

Hemos preguntado a los miembros de un club musical por el nimero de CD
que han comprado en la dltima semana. Estos son los resultados:

3) O’ 2) 4’ 2) 3’ 1) 2’ 1) 4’ 0) 1’ 2) 1’ 3
Comprueba que, seglin estos datos:

fO=2 f)=4 fQ@=4 fB=3 fA@=2

Actividades

5 Di si cada una de las siguientes variables estadisticas 6 Lanzamos un dado 40 veces. Estos son los resultados:
es cuantitativa o cualitativa:

a) Deporte preferido. 16145 62324

b) Ntimero de calzado. 26 651 2 6534

) Estatura. 16246 14634

d) Estudios que se desea realizar.

e) Nota en el tltimo examen de Matemdticas. 26435 2153

f) Goles marcados en una jornada por todos los equi- Halla la frecuencia de cada uno de los valores de la

pos de primera division. variable.




Tablas de frecuencias

Una vez recogidos los datos correspondientes a una experiencia estadistica, hay
que tabularlos; es decir, hay que confeccionar con ellos una tabla en la que apa-
rezcan ordenadamente:

— Los valores de la variable que se estd estudiando.

— El niimero de individuos de cada valor; es decir, su frecuencia.

Para hacer el recuento, se leen los datos uno a uno y se marca una sefal en el
correspondiente valor. Si las sefales se agrupan de cinco en cinco, es mds ficil

contarlas.

V¥ EJEMPLO

NUMERO DE PERSONAS QUE VIVEN EN TU CASA

DATOS RECUENTO
4 5 4 7 6 2 [ — 2
2 4 6 3 5 /“ 3 [ 4
4 6 5 5 3 4 AT — 12
4 4 4 5 3 sATT — 8
2 5 4 4 5 6 [ ] - 3
4 5 4 3 4 7 | — 1

La tabla de frecuencias adopta, finalmente, el aspecto que se ve arriba: cada

TABLA

VALORES FRECUENCIA

2 2
4
12
8
3
1

30

N NN W

valor tiene emparejada su frecuencia.

Actividades

1 Se pregunta a 40 estudiantes cudl de los siguientes
deportes prefiere practicar: baloncesto (B), balonvo-
lea (V), futbol (F), tenis (T), ajedrez (A). Resultados:

FFBFF FAFBT
VFEFFFA BBFFA
BFFFFE BFBBT
FTFFB BFTTA

Haz una tabla de frecuencias con los resultados.

2 Se ha contabilizado el ndmero de asignaturas suspen-
didas en la 2. evaluacién por los 30 estudiantes de
un curso. Estos son los resultados:

13104 41023
01123 23116
11212 00214

Haz la correspondiente tabla de frecuencias.
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DIAGRAMA DE BARRAS

HISTOGRAMA

~

POLIGONO DE FRECUENCIAS

DIAGRAMA DE SECTORES

Observa

El inconveniente de los pictogramas
es la mala representacién de la frac-

cién.

En nuestro ejemplo, %4l representa

2000 coches.

Graficas estadisticas

Las representaciones gréficas sirven para captar, de un solo golpe de vista, las
caracteristicas mds sobresalientes de una distribucién.

Hay muchos tipos de representaciones graficas. Vamos a recordar algunas que ya
conoces y a ver algunas nuevas.

Il Diagrama de barras

Estd formado por barras finas. Sirve para representar tablas de frecuencias de
variables cualitativas, o bien cuantitativas que tomen pocos valores.

Las alturas de las barras son proporcionales a las frecuencias correspondientes.

Il Histograma

Estd formado por rectdngulos anchos que se adosan unos a otros. Sirve para re-
presentar variables cuantitativas que tomen muchos valores diferentes.

Las dreas de los rectdngulos son proporcionales a las frecuencias correspondientes.

Il Poligono de frecuencias
El poligono de frecuencias se utiliza para representar variables cuantitativas.

Se construye uniendo los puntos medios de los rectdngulos de un histograma.

Il Diagrama de sectores

Sirven para representar variables de cualquier tipo. Cada sector representa un
valor de la variable.

El dngulo de cada sector es proporcional a la frecuencia correspondiente.

Il Pictograma

Es un grafico con figuras. Tiene la ventaja de que atrae la atencién del no experto
y de que queda muy claro de qué se estd hablando.

PRODUCCION DE COCHES EN UNA FACTOR{A
ANO (@®=® = 5000 unidades)
2005 15000 i iy iy
2006 20000 i P iy iy
2007 27 000 tal"F enl=F el F ent F en T "R nl




Il Piramide de poblacion

Una pirdmide de poblacién consiste en dos histogramas, uno para hombres y
otro para mujeres, correspondientes a los habitantes de una cierta comunidad
mds o menos extensa, repartidos por edades. Resultan utilisimas para estudiar su
situacién demografica y buscar explicacién a problemas presentes y pasados. He
aqui dos ejemplos:

Observa

Se aprecia en la comunidad A una
alta proporcién de personas mayores.
En la B, al contrario, la poblacién
es muy joven, con una reducidisima
proporcién de ancianos.

0 0
Miles Miles Miles Miles
Poblacién total: 1188818 Poblacién total: 1493783
Il Climograma
mm °C
225 36
200 32
175 o 28 . 3
150 | "Cldé temperatura 2% En un climograma se sefiala la evo-
S ., _
Observa 125 ] B 2 lucién, a lo largo de un ano, de las
100 g N 16 precipitaciones y de la temperat
. . y peratura
La temperatura se describe mediante In 1 .
. . 751 12 en un cierto lugar.
un poligono. La cantidad de agua re- 50 g
cogida se describe con una especie de 2 4
histograma. 0

Actividades

1 Representa mediante un diagrama de barras la distri-
bucién de la acTvipap 2 de la pdgina 168.

COMUNIDAD A |

100 80 60 40 20

EDAD

85

75

65
L 55
45
. 35
25
15

5

Hombres Mujeres

20 40 60 80 100

EFMAMIJ J ASOND

2 Representa mediante un diagrama de sectores la dis-
tribucién de la acTIvipap 1 de la pdgina 168.

3 Comprueba que los datos del climograma de esta pé-
gina corresponden a los de la siguiente tabla:

Averigua qué cantidad de lluvia (en mm) se recogid, en

ese lugar, en cada uno de los cuatro trimestres del afio.

| COMUNIDAD B

EDAD

85
75

65
I 55
45
35
25
[ 15
5

100 80 60 40 20 0 O

Hombres Mujeres

20 40 60 80 100

4 Compara esta pirdmide de poblacién con las de las
comunidades A y B que tienes arriba.

COMUNIDAD C |

Hombres

EDAD
85
75

Mujeres

=

[

—

EIFMAMJ J|/ASOND -
100 80 60 40 20 0 0 20 40 60 80 100
TEMP. (°C) |10|11|14|17|20|25/27|2824/19]15/|11 Miles Miles
Poblacién total: 2104 041
LLUVIA (mm)|55|73|84|58(33|23| 2 | 2 |28|66|94|71

Refiérete a la proporcién de ninos (0 a 10 anos), jo-
venes (10 a 20 afos) y ancianos (mds de 75 afios).
Estudia la mayor longevidad de las mujeres.
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Parametros estadisticos

Los pardmetros estadisticos son valores que se obtienen a partir de la distribu-
cién y que resumen alguna de sus caracteristicas globales.

Il Parametros de centralizacion

La media, la mediana y la moda se llaman medidas (o pardmetros) de centraliza-
cién, porque son valores alrededor de los cuales se distribuyen los datos.

Recordemos en qué consisten y cémo se calculan.

¥ EJEMPLO. Las respuestas de 13 alumnos a la pregunta ;Cudntos vivis en tu
casa?” han sido las siguientes: 2 3 3 44455667 8 8

2+3+3+4+4+4+5+5+6+6+7+8+8 =6_5=5
13 13

Su mediana es Me =5, porque es el valor que ocupa el lugar central cuando

se sitlan ordenadamente: 2, 3, 3,4, 4, 4,5,5,6,6,7,8, 8
hay 6 T hay 6

Sumodaes Mo =4, porque es el dato que se da mds veces (3 veces).

Sumediaes x =

La media de varias cantidades es la suma de todas ellas dividida por el ndme-
ro de las que hay.

Se llama mediana de un conjunto de datos numéricos al que, mirdndolos en
orden, ocupa el lugar central. Si hay un ndmero par de datos, se asigna la me-
diana al valor intermedio entre los dos centrales.

La moda es el dato con mayor frecuencia. Este pardmetro si puede ser asigna-
do a las variables cualitativas.

Ejercicio resuelto

Hallar x, Me y Mo en las si- 0+1+3+4+2+8+4+6+0+4 32 _

Media: x = = =32
guientes distribuciones: 2) Media: 10 10 >
a) N.° de libros leidos en un mes Mediana. Se ordenan los datos:
por 10 personas: 0,0,1,2,3,4,4,4,6,8 — Me=3,5 (el promedio de 3 y 4)

0,1,3,4,2,8,4,6,0, 4

b) Estacién del afio en la que na-
cieron 10 personas:

Moda: Mo =4 (el dato que estd mds veces)

b) Es una variable cualitativa y no se le puede asignar media ni mediana. Su
moda es Mo =V (pues el niimero de personas nacidas en verano, 4, es ma-

BEV,VO,BLLV, O,V yor que en las demds estaciones).

Actividades

1 Halla x, Me y Mo de las siguientes distribuciones: b) Edades de varios chicos y chicas:
a) Marcas de los coches que se estdn arreglando en un 12,15,13,12,16, 10,11, 12,10, 11,12,9,9,10, 8
taller: R (Renault), S (Seat), C (Citroén), A (Au- ¢) Nimero de asignaturas suspendidas en la dltima
di), M (Mercedes): evaluacién:
R,AC SRS, S,M,CR,S, S, R 0,1,0,2,4,0,1,1,2,3,3,1,0,0,0, 1



Bl Parametros de dispersion

Las medidas de centralizacién dan una visién muy parcial de la distribucién.
Deben ser complementadas con otros pardmetros que informan sobre el grado
de dispersion de los datos. Veamos algunos de ellos.

Recorrido

El recorrido de una distribucién es la diferencia entre los valores extremos:
RECORRIDO = valor mayor — valor menor

En las distribuciones de la pdgina anterior, sus recorridos son:

RECORRIDO DE (D=10—-1=9  Recorrmpo pE () =30 —1 = 29

Desviacion media

La desviacién media, DM, de una distribucién es un pardmetro asociado a
su media: es el promedio de las distancias a la media de los valores de todos

Distancias a la media los individuos.
La distanciade 5a x =11 es: ) ) T
. Por ejemplo, consideremos la distribucién 5, 8, 10, 11, 15, 17.
11-5=
La distanciade 15a x = 11 es: _ DATOS 518 1011|1517
x=11 >
15-11=4 DISTANCIAALAMEDIA | 6 | 3 | 1 | 0 | 4 | 6

Promedio de las distancias a la media:

6+3+1+0+4+6 20 _
c —6—3,33

DM =

Ejercicio resuelto
Hallar la desviacién media de las @ Sumediaes x = 11,5.

siguientes distribuciones:

@5’ 7,8,9, 11, 13, 13, 15’ 16, DATOS 5 7 8 9 |11 1313|1516 18
18 DISTANCIA A 11,5 | 6,5 | 4,5 3,52,5/0,5/ 1,5/ 1,5 3,5 4,5 6,5 24 35

., . suma de las distancias a x
Desviacién media: DM = _3 3,5
567 8 91011121314151617 18 10 10

W9, 10, 11, 11, 12, 12, 12, 13, ) Su media es % = 12.
15, 15

I = I DATOS 9 (10|11 1112|1212 13| 15|15
DISTANCIA A 12 321 /1]l0/0/0/1 3|3 /|14
567 8 91011121314151617 18

Desviacién media: DM = % =14

Los datos de @ (DM = 3,5) estdn mds dispersos que los de @ (DM = 1,4).

Actividades

2 Calcula el recorrido y la desviacién media en las distribuciones A y B de la pdgina anterior.
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Bl Calculo de x en tablas de frecuencias

La distribucién del numero de hijos de un grupo de familias viene dada por la
tabla siguiente. Queremos calcular su x .

N.° DE HIJOS FRECUENCIA
1 5
2 15
3 11
4 4
5 0
6 1

W Calculo de la media
¢Cudntas familias hay? Sumamos las frecuencias: 5+ 15+ 11 + 4 + 1 = 36
¢Cudl es la suma total de hijos de las 36 familias? Esta suma es:
5 veces 15 veces 11 veces 4 veces 1

—
1+14+1+1+142+2+...42+3+...+43+4+4+4+4+6
Es mds facil hacerloasi: 5-1+15-2+11-3+4-4+1-6=90

La media es, pues, x = 20 _ 2.,5.

36

I Calculos directos sobre la tabla

Los cdlculos anteriores se realizan muy cémodamente sobre la tabla.

X f f-x
1 5 5
2 A 15
N 0)
3 11 33
4 A 4 )
EL 4E.S'I4‘A= 1\/6ECES (4 16)
5 0 0
6 1 6
el
NUMERO SUMA DE LOS VALORES
DE INDIVIDUOS DE TODOS LOS INDIVIDUOS
- 90
MEDIA: X = =—=2,5
36
3 Halla la media de las siguientes distribuciones.
a) 4 b) 203146712
12 f 91713 3|1 16




Observa

:POR QUE SE LLAMAN Q; Y Q32

Porque la mediana seria el segundo

cuartil (Me = Q,).

La mediana y los cuartiles son medi-
das de posicién.

Ly |
RQ— o

-

|

i

L .4

Parametros de posicion

A la derecha de la mediana, Me, estd la mitad de la poblacién. A su izquierda, la
otra mitad. Es decir, la mediana parte en dos a la poblacién:

]
[ i1l |
-l - B B BB

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

50% DE LA POBLACION Me 50% DE LA POBLACION

¢Qué pasaria si quisiéramos partir la poblacién en cuatro partes con el mismo
ndmero de individuos? Habria que sefialar otros dos puntos:

Esos dos nuevos puntos se llaman cuartiles:
* Q;: cuartil inferior. Entre Q y Me estd un 25% de la poblacién.

* Q3: cuartil superior. Entre Me y Qj estd un 25% de la poblacién.

V¥V EJEMPLO
DISTRIBUCION: 1,2,2,2,3,4,5,6,6,7,8,8,8,9
Tiene 14 individuos. La cuarta parte (25%) es 14 : 4 = 3,5.

* Q; tiene que dejar a su izquierda “3 elementos y medio”. Por tanto, hemos
de situarlo en el cuarto individuo, considerando que “medio individuo” que-
da a su izquierda, y el “otro medio”, a su derecha. Es decir: Q; = 2.

* Me tiene que dejar a su izquierda 7 individuos (3,5 - 2 = 7). Por tanto, estd

10
1 Me entre el 7.° y el 8.° elemento; es decir, Me =5,5.
* Q5 tiene que dejar a su izquierda “10 elementos y medio” (3,5 - 3 = 10,5).
Por tanto, segtin el razonamiento seguido para hallar Q;, Q3 estdenel 11.°
elemento; es decir, Q3 = 8.
Resumiendo:
1’ 2) 2, 2’ 3) 4, 5’ 6) 6’ 7) 8, 8’ 8) 9
T T T
Ql = 2 Me = 5,5 QZ5 = 8
Actividades
1 En cada una de las siguientes distribuciones: A:1,2,3,3,4,4,4,5,5,6,6,6,7,8,9, 10

a)Halla Q;, Me y Q.

b) Representa los datos y sitia Q;, Me y Q3 sobre

ellos.

B:1,3,3,4,5,56,7,8,8,9, 10, 11, 11, 12,
12,13, 16

co0,1,1,1,1,1,1,1,1,2,2,5,5,5, 10
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Il Diagramas de caja (o “de caja y bigotes”™)

Esta representacién grafica estd estrechamente ligada a las medidas de posicién,
mediana y cuartiles, que hemos aprendido en el apartado anterior.

Consiste en representar estos tres valores, asi como el recorrido, de manera muy
clara. Por ejemplo, una distribucién de notas representada asi:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Q1 Me Q3

significa: el menor valor es 1, y el mayor, 9. Q; =3,5; Me=5; Q3 =6. Es decir,
la caja describe el tramo que hay entre los dos cuartiles, sefialando expresamente
la mediana, y los bigotes se extienden a la totalidad de los datos.

¥ EJEMPLO

Las estaturas de un grupo de jévenes se representan mediante el siguiente
diagrama de caja y bigotes:

150 160 170 180 190

[E——

A la vista del diagrama podemos decir:

El mis bajo mide 151 cm, y el més alto, 188 cm.
Los cuartiles son Q; = 160,5cm y Q3 =171 cm.
La mediana, Me = 165 cm.

Como consecuencia, un 25% de estos jévenes miden entre 151 cm vy
160,5 cm; otro 25%, entre 160,5 y 165 cm; otro 25%, entre 165 cm vy
171 cm, y el tltimo 25% (los mds altos) miden entre 171 cm y 188 cm.

Ejercicio resuelto

Representa en un diagrama de  En la pdgina anterior hemos obtenido sus medidas de posicién:
caja y bigotes los datos: Q-2 Me=55 Q-8

1’2’2’2’3’4’5’6’6’7’8’8’8’9
34567 ? 2 10 Ponemos la escala.

— | — Dibujamos el diagrama.

Actividades

2 Representa mediante un diagrama de caja y bigotes 3 Representa mediante un diagrama de caja y bigotes
cada una de las tres distribuciones de la acTIvipaD 1 las siguientes calificaciones de 35 individuos:
de la pdgina anterior. 0333 4 44445 55666
Utiliza los valores de la media, Me, y de los cuarti- 677 77 777 88 888838
les, Q; y Q3, obtenidos en esa actividad. 9991010



Ejercicios

Consolida lo aprendido utilizando tus competencias

Graficas estadisticas

1 VvV Este diagrama de sectores representa los 24
estudiantes de una clase de 1.° de ESO, segtin se
queden o no a comer en el colegio:

SE QUEDAN A COMER
SE QUEDAN A VECES

I NO SEQUEDAN

a) ;Qué fraccién de los alumnos se queda a comer?
b) ;Qué porcentaje no se queda nunca?

¢) ;Qué tanto por ciento se queda a veces?

2 vvV En clase de Misica, cada alumno tiene que
elegir un instrumento entre cuatro posibles. La
distribucién de los alumnos segin el instrumento
elegido viene dada por este diag,rama de sectores:

B Flauca
I Clarinete
[ ]Piano
I Guitarra

a) ;Cudl es el instrumento mds elegido? ;Y el menos?

b) ;Hay algtin instrumento que lo hayan elegido
exactamente el 25% de la clase?

c) Sabiendo que los alumnos que han elegido cada
instrumento son 7, 8, 9y 12, ;qué nimero corres-
ponde a cada uno de ellos?

3 YVV Haz un climograma como el de la pagina 170
con los siguientes datos:

E/FMAM|J J A S O|N|D
T 14|13/20(22|26/29|32|30|28|22|16|12
LL 85|93 62|120/40 |50 |30 |45|10| 24|60 |90

T: temperaturaen °C.  LL: pluviosidad en mm de agua.

Parametros estadisticos

4 vvv Halla la media, la mediana, el recorrido, la
desviacién media y los cuartiles de las siguientes
distribuciones:
2)1,3,8,9,4,1,1,7,10, 10
b)1,3,5,4,2,8,9,6,10,6

oroblemas

5 vV Compara la media y la mediana de cada una
de las siguientes distribuciones y relaciona el resul-
tado con su asimetria:

a)2,3,3,4,55,56,7,7,8
b) 1) 2) 2) 3) 4) 5) 6) 6) 7; 8, 8, 9, 10
01,2,3,4,6,8,8,8,8,9,9,9

6 VYVV Lanzamos un dado 40 veces. Estos son los re-

sultados:

3 5 1 2 5 5 3 4 6 2
4 3 6 4 1 6 4 2 6 1
4 3 5 6 2 1 5 6 6 2
4 2 3 2 6 5 4 1 6 1

a) Halla la frecuencia de cada uno de los valores de
la variable.

b) Calcula la media y la moda de la distribucién.

7 vvV Halla la media y la desviacién media de cada
una de las siguientes distribuciones. Represéntalas.

A [xlol1/2]314s5[6]7][8]9]10
f 0o 0 1/1/6/15/9 4,301

b)

x
o

12|34 /5/6|7|8|9]|10
flol6| 11|01 |1 |1 |1]|7]12

Parametros de posicion

8 vVV El niimero de errores que tuvieron en un test
un grupo de estudiantes fueron:

1) 1’ 2) 2’ 4) 5’ 5) 8’ 8)9

Halla la mediana y los cuartiles primero y tercero, y
haz un diagrama de caja con esos datos.

9 vVV Los tiempos que un grupo de personas han
empleado en hacer un test se distribuyen entre 0 y
50 minutos. Construye el diagrama de caja sabien-

doque Q; =23, Me=34 y Qz=39.

10 vVV Este diagrama de caja representa la distribu-
cién de los pesos de un grupo de alumnos y alum-
nas de una clase:



40 45 50 55 60 65 70

Completa en tu cuaderno estas frases observando
el diagrama:

a) E1 50% de los alumnos y las alumnas de esta clase
pesan ... 0 menos.

b) E1 25% de los alumnos y las alumnas de esta clase
pesan ... 0 menos.

) E125% de los alumnos y las alumnas de esta clase
pesan ... o mis.

d) E1 50% de los pesos centrales varfan entre ... y ...

11 VvV Observa estas pirdmides de poblacién:

MARRUECOS 2007
Hombres EDAD
>60
45-59
30-44
15-29

Mujeres

0-14

25 20 15 1,0 05 00 00 05 1,0 15

Poblacién total en millones

2,0 25

Autoevaluacion

:Sabes hallar algunos pardmetros estadisticos a par-
tir de datos sueltos o dados en una tabla de frecuen-
cias?

1 Halla la media, la mediana, la moda y la desviacién
media de las siguientes distribuciones:

a) 10, 12, 19, 15, 8, 10, 10
b) 0) 3’ 3) 3’ 3) 4’ 5

2 Halla la media de esta distribucidn:

X | 2|3 |4 |5|6|7 |89
f | 4,8 6 3|1 |2|0]1

;Sabes hallar algunos parimetros de posicion y sabes
é gunos p p y
construir e interpretar diagramas de caja?

3 Halla la mediana y los cuartiles de esta distribucién:

23, 25, 26, 28, 31, 31, 34, 36, 36, 37, 38, 38, 39, 40

FRANCIA 2007
Hombres EDAD

=60
45-59
30-44

15-29
0-14

25 20 15 1,0 05 0,0 00 05 1,0 1,5

Poblacién total en millones

2,0 25

sVerdadero o falso? Justificalo:

a) La proporcién de ancianos/as en Francia es mu-
cho mayor que en Marruecos.

b) Hay mds ancianas que ancianos en ambos paises.

¢) La proporcién de nifios/as es mayor en Marrue-
cos que en Francia.

12 VvV En una clase de 30 alumnos y alumnas hay
17 chicas. En total, hay 14 con gafas. Sabemos que
6 chicas tienen gafas. ;Cudntos chicos hay sin ga-
fas? Completa esta tabla en tu cuaderno:

GAFAS | NO GAFAS | TOTAL
CHICAS
CHICOS
TOTAL
Construye un diagrama de caja.
ESCALA
20 30 40

:nterpretas tablas de doble entrada?

4 Estas son las notas de un examen:

1 5 8 6 2 2 7 8 4 9
4 6 5 4 5 2 3 6 8
9 3 2 5 3 10 6 10 1 10
6 8 7 8 4 5 5 6 10 5

a) La variable, jes cualitativa o cuantitativa?
b) Representa los datos en una tabla de frecuencias.
) Recoge los resultados en un diagrama de barras.

d) Halla la media, la mediana y la moda.





